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A lei de Torricelli v=4/2gh: Uma traducao
comentada de sua origem no De Motu

Traducao
Translation

Aquarum (Do Movimento das Aguas)

Torricelli’s law v=y/2gh: A commented translation
on its origin in the De Motu Aquarum

(On the Movement of the Waters)

SYLVIO R. BISTAFA

Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo | USP

RESUMO Apresenta-se uma tradugdo comentada para o portugués do De Motu Aquarum (1644), em que
Evangelista Torricelli apresenta os desenvolvimentos que ficaram consolidados na sua famosa lei v=v/2gh que
permite determinar a velocidade de efluxo v de um jato de liquido submetido a gravidade g, jorrando de um
pequeno orificio do recipiente, para o qual a distancia vertical até a superficie livre da d4gua no recipiente é h.

Palavras-chave lei de Torricelli da hidrodindmica — movimento das dguas — histéria da mecanica.

ABSTRACT We present a translation with commentary of De Motu Aquarum (1644), where Torricelli presents the
developments that became consolidated in his famous law v=+/2gh that allows the determination of the efflux velocity
v of a liquid jet under the gravity g, issuing from a small orifice in a vessel, for which the vertical distance up to the free
surface of the water in the vessel is h.

Key words Torricelli’s law in hydrodynamics — movement of waters — history of mechanics.

Introdugao

Em 1644, Evangelista Torricelli (1608 — 1647)" publicou em Florenca sua Opera Geometrica,* que contém De
Sphaera & Solidis Sphaeralibus, De Motu Grauium Naturaliter Descendentium (Liber Primus), De Motu Proiectorum
(Liber Secundus), De Dimensione Parabolae, De Solido Hyperbolico cum Appendicibus De Dimensione Cycloidis, & De
Dimensione Cochlea.

Nas paginas 191-203 do De Motu Proiectorum (Liber Secundus), aparece o capitulo De Motu Aquarum (Do Movimento
das Aguas), no qual Torricelli apresenta os desenvalvimentos que ficaram consolidados na sua famosa lei v=\/2gh, que
permite determinar a velocidade de efluxo v de um jato de liquido submetido a gravidade g, jorrando de um pegueno
orificio do recipiente, para o qual a distancia até a superficie livre da agua no recipiente é h. Ernst Mach considerou este
capitulo tdo importante para 0 movimento dos liquidos, que proclamou Torricelli o fundador da hidrodindmica®.

Paradoxalmente, este capitulo da obra de Torricelli ndo se encontra traduzido em nenhuma lingua moderna. Opera
Geometrica foi toda escrita em latim, a excegao do material que consta nas paginas 217-243 do De Motu Proiectorum,
escrito em italiano, segundo consta, para facilitar o seu entendimento e emprego pelos praticos da artilharia. E, pois,
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objetivo deste trabalho apresentar uma tradugao para o portugués do De Motu Aquarum, comentada, no sentido de
facilitar o entendimento do leitor sobre esta importante contribuicao para a Fisica, ocorrida no século XVI.

Do movimento das dguas

Néo sera inconveniente ser agora oferecido neste pequeno tratado alguma consideragdo acerca das dguas: na ver-
dade, a tal ponto peculiar, diante dos outros corpos sublunares, 0 movimento com as 4guas € visto conectado, posto que
ordinariamente nunca repousem. Omito aquele grande movimento de mudanga dos mares, Também deixo de lado cada
um dos rios, e dos lagos; além disto, tanto a medigao como o uso das correntes, dos quais toda a doutrina foi descoberta
pelo Abade Benedito Castelli*, meu preceptor. Ele escreveu seu conhecimento, e aquela (doutrina) consolidou, ndo somen-
te pela demonstragéo, também verdadeiramente pela obra, com a méxima utilidade de Principes e povos, com a maior
admiragéo de filésofos. Sobressai o livro daquele, verdadeiramente espléndido. Ainda que néo totalmente indiferentes a
respeito desta matéria, nés descreveremas a sequir qualquer coisa de pequena monta, e a maioria, coisas indters.

Supomos.

Que as 4guas irompendo impetuosamente teriam 0 mesmo impeto no préprio ponto de erupgao, B
que tivesse algo pesado, ou de uma tnica gota da propria agua, se desde a superficie suprema da
mesma agua, em dire¢do ao orificio de erupgao caisse naturalmente.

Por exemplo. Se o tubo AB de capacidade conveniente, isto é de grande extenséo, seja enten-
dido continuamente sempre cheio com agua, junto ao nivel A, e seja perfurado um estreito orificio B
em B. Supomos que a dgua irrompendo através de B tem 0 mesmo impeto, que tivesse algo pesado \,
se naturalmente caisse de A até B.

Para este raciocinio poder ser confirmado de alguma maneira, é visto que se de fato junto da
pequena abertura B for colocado outro tubo, e com muito cuidado for ligado, a dgua que escoa através
de B no tubo BC, tem tanta forga que por si propria seja sempre elevada, em diregdo ao mesmo nivel
horizontal CA, tivesse sido conduzida através do orificio A.

Razéo pela qual, é também visto verassimil quando a prépria (dgua) irrompe livre de B, tem a
forga de sempre ser restituida, junto da linha horizontal que por A € guiada, ou que a mesma ha de
ter tanto impeto quanto tem algo de peso, como de uma Unica gota que cai liviemente de A até B.

Também, um experimento demonstra de algum modo o nosso principio, ainda que em alguma
parte pareca rejeitar. De fato, se a pequena abertura B for dirigida para cima, e seja convenientemente arredondada,
e aparada, e seja a largura total do tubo remanescente muito mais ampla que o orificio B, veriamos a dgua que jorra
através da linha BC, quase ascender até o nivel AD. Podemos atribuir a causa da desergao diante de CD parcialmente
ao impedimento do ar que contrario ndo importa para onde, o corpo mével é combatido, além disso, parcialmente na
prépria agua, que enquanto retorna do pico C esta de volta para baixo, ela mesma aproximando-se
impede que se deixe elevar, e retarde, e nem deixa que as subsequentes gotas alcangassem a prépria —%

marca com o seu impeto. Evidentemente, isto ficara patente, quando é obstruida completamente a
abertura B com a mé&o oposta, em seguida retirada subitamente a mao para que seja de repente
descoberto: seréo vistas, pois, as primeiras, e subsequentes gotas alcangar o ponto mais alto, o qual
esteja além do topo da dgua C. Depois a 4gua comecara a fluir para baixo, pois aquelas primeiras
gotas ndo possuem agua na frente delas, que impega o movimento que corre em sentido contrério
das mesmas no final da ascenséo, pois suponho que BC é dirigido perpendicularmente.

-,
m
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Adicione-se também que se alguém observasse o ar que envolve a prépria dgua BC, o veria ser agitado, e ser
movido para baixo, que certamente esta agao néo ¢ feita sem forga, e por esta razdo com o impedimento da
dqua ascendente. Dai é que se alguém queira fazer um experimento deste principio que fosse escolhido o mercdrio, que
devido & gravidade intrinseca esta mais apto, para conservar durante muito tempo o impeto recebido, e para superar a
resisténcia do ar. Também seré observado que a dgua muito se extravia diante da leveza, e particularmente se o tubo for
de grande altura: pois, nesse caso, diante do méximo impeto é espalhada em gotinhas muito pequenas como orvalho, nédo
ascende a metade, e possivelmente um tergo, uma quarta parte daquela distancia que pela prépria coisa, teoricamente
falando, com todos os impedimentos removidos com o impeto recebido devesse toda completar. Por fim, se alguém
néo estiver satisfeito com os calculos preditos, veja qualquer um que demonstre entre as sequintes Proposigées, que se
assim for, facilmente demonstraremos a principal Suposi¢ao pela resolugéo da proposigao aprovada, ou se aceite com
danca (de aprovagéo) todo este suplemento acerca do movimento das dguas, ou rasgue completamente este panfleto,
que certamente permito, com muito prazer, se um experimento feito com toda diligéncia exclua plenamente grande parte
das sequintes proposigaes.

Nestas exposigoes, consideremos a 4gua caindo de volta em E, certamente no plano horizontal guiado através
do nivel do orificio B. De Galileu, temos que o impeto da dagua que cai de C em E, & tdo capaz quanto do mesmo modo
transportar a 4gua de E para C. Portanto, o impeto em E é como em B, por outro lado, em E, o impeto é como um
pesado caindo de C em E, ou de A em B (na verdade dissemos que o ponto C da mesma forma devesse estar no nivel
AD com os impedimentos que retardam a 4gua abstraidos), pois o impeto em B é como um pesado caindo naturalmente
de Aem B.

Com estas suposigoes, demonstraremos certas coisas das aguas que irrompem, as quais sao observadas concordar
admiravelmente com a doutrina dos projéters.

O primeiro manifesto é que todas as dguas que irrompem das aberturas de algum tubo perfurado, descrevem
parabolas. Em primeiro lugar, efetivamente, as gotas que jorram do tubo sdo da natureza dos projéteis ja que na verdade
as mesmas, ainda que liquidas, ndo obstante sejam esferas pesadas e unidas, e por esta razao, certamente, tragarao
uma parabola. Também, todas as subsequentes, as quais sdo emitidas com o mesmo impeto (pois supomos oS tubos
sempre cheios com dgua) percorreréo a trajetoria das precedentes, porque aquele tragado continuo da 4gua fluente
sera uma parabola.

Talvez alguém censurara que isto néo sera visto, especialmente quando o orificio do tubo for muito estreito, e 0
impulso veemente. Entao efetivamente (que é de se ver naquela linha d'4gua, que irrompe violentamente das fontes com
tubos) a primeira parte daquela 6rbita parece que ascende mais estendida, e verdadeiramente é conformada segundo
uma parabola,; porém a (parte) posterior, isto 6 aquela que como 4gua descendo percorre, mais curvada, e como assim
direl, languida; e curva é observada. Da-se como resposta para a objecéo, ndo somente a precedente premissa, como
também a maior parte das seguintes a submeter neste instante. A causa é o impedimento do meio, o qual age contra o
movimento de um corpo mével muito sensivel, e muito maior que nos projéteis que sao feitos para as maquinas bélicas.
Visto que ali a matéria do projétil sao globos de chumbo, de ferro, ou ao menos de marmore; aqui verdadeiramente é
uma linha, e ainda aquosa. Logo, nao seja nada espetacular, que sendo o fundamento desta doutrina Teoricamente fa-
lando, igualmente verdadeiro, e, entretanto, como nos projéteis de Galileu, os experimentos frequentemente desviassem
praticamente pelas mesmas considerages, 0s quais, a fim de que se realizassem mais rigorosamente, ou devessem ser
realizados em meio nédo obstaculizante, ou pelo menos, que fosse utilizada matéria muito pesada. Ainda que se alguém
com grandeza, e habilidade, com disciplina deseje tentar todas estas coisas, descobrird pelo menos algo, e geralmente
inesperado. O experimento que para nés confirmou quase todas estas especulagdes foi de fato um certo tubo, ou melhor,
uma caixa paralelepipedal, cuja altura excedia um passo Geométrico, cuja base ndo era menor que um palmo quadrado.
As aberturas eram com toda certeza redondas e maiores do que o circulo da pupila humana, néo feitas incorretamente,
mas muito habilmente escavadas com pequenas laminas de cobre, finas, e dirigidas para o horizonte. Efetivamente a
agua irrompendo impetuosamente sai sempre na dire¢do perpendicular aquele plano através do qual irompeu, e por
este motivo, fazia que as emissoes fossem horizontais ao nosso tubo.
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Dado o tubo AB sempre cheio, e convenientemente perfurado com as
aberturas CDE, isto é que sejam formas circulares, e seja; uma condugao
horizontal daqueles, isto €, numa fina lamina perpendicular. E, dado BG para
qualquer lugar do horizonte, encontrar a amplitude de cada parabola. Faga o
semicirculo AHB em torno do didmetro AB. A amplitude da parabola que fluira
através de E sera o dobro da linha EI, a qual é conduzida horizontalmente em
semicirculo. E a amplitude da parabola que irrompe de D sera o dobro da linha
DH. E isto é demonstrado, porque sendo a 4gua algo como um projétil, e seja

A
E
D

S

B

(através da substituicao) do mesmo no ponto de cima A, conforme Proposicéo 5 de Galileu®, as metades das amplitudes
no ponto médio serdo proporcionais entre a sublimidade® e a altura; por isso as metades das amplitudes serao iguais

as linhas EI, DH.

Coroléarios?

Daqui 0 manifesto é que se o tubo AB é perfurado no ponto médio D da altura, entdo a emisséo feita de D caira

mais longe que outra (perfurada) em qualquer lugar.

Verdadeiramente, aberturas que distam igualmente do ponto médio D sao abertas para fazer amplitudes iguars.

0 manifesto é também que as parébolas inferiores sejam sempre maiores que as Superiores, pois possuindo maior
sublimidade, isto é um maior lado reto®, pois a sublimidade é a quarta parte do lado reto, conforme foi exposto.

Que seja dado um tonel, ou um tubo AB, convenientemente perfurado em C, e que faga a emisséo CD. Seja
para encontrar o nivel horizontal desconhecido da dgua no tubo, ou a superficie suprema.

Seja a linha horizontal DF, e que seja estendida CB sobre F, e que FD seja
seccionada em duas em E, e se faga; que a altura CF para a semibase FE, assim
como FE, com a outra, que sera a sublimidade CG. Portanto, estard descoberto
através do ponto G o nivel da 4gua escondida no tubo.

Se o0 tubo AB é convenientemente perfurado em qualquer lugar; em E, a
emissao da agua que flui tocard a superficie do cone retangular, cujo eixo seja 0
préprio tubo, com toda certeza o vértice esteja no nivel d'agua.

Seja o0 4ngulo do cone BAE semireto, e o tubo AB, seja a mesma linha
na qual estao as aberturas, onde é colocado o eixo do cone. Que seja assumido
CD igual ao proprio CA. E seja estabelecido; DE horizontal. Digo que a parabola
passa por E. Pois se na verdade é possivel que passe por H e sendo a sublimi-
dade da dgua CA, sera a metade da linha HD a média proporcional entre duas
iguais DC, CA, e por essa razdo toda HD serd igual a propria DA, ou DE, que é
um absurdo. Logo, se a parabola transita pelo ponto E, a prépria EA é tangente,
sendo iguais AC, CD.

A partir deste momento, o manifesto é que se o tubo em todos 0s seus pon-
tos fosse perfurado convenientemente, todas as emissoes seréo vistas de algum
maodo concordar para formar uma espécie de cone retangular. Se na verdade néo
6 um tubo, mas é uma pequena esfera colocada no vértice do mesmo, e seja

H/ X

A
G

1

B

perfurada convenientemente em todos os seus pontos, todas as emissaes de tal coisa conformardo numa imagem de

condide parabdlico, segundo a Proposi¢do 30 deste (livro).

As velocidades das aguas que sao lancadas pelo tubo AB perfurado sdo como linhas aplicadas na parabola em

direcéo a sublimidade de cada uma.
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Seja 0 tubo AB sempre cheio de dgua; e das aberturas, C, D irrompem as linhas A
fluentes; e descrita a pardbola AEF ao redor ao eixo AB, € conduzida ordenadamente,

CE, DF. Ser4, portanto, a velocidade em C para a velocidade em D, como o impeto de C E
um pesado caindo de A em € para o impeto de um pesado caindo de A em D, eviden-
temente como CE para DF, conforme demonstrado no primeiro livro do movimento. Dj

¥
1
Corolério
-I——I-—l:-r-—_

Daqui seque da doutrina do Abade Castelli®, relativa a quantidade de dgua que sai
através da abertura C para a quantidade de 4gua que sai através de D (quando as aberturas fossem iguais) é como CE
para DF. [sto é, as 4guas que se precipitam de aberturas iguais estdo sob a raiz quadrada da razao das sublimidades,
ou das suas alturas™. Raphael Magiotti"!, o muito erudito senhor, igualmente preparado em todas as letras e ciéncias,
foi o primeiro que com o experimento investigou a verdade deste Coroldrio, e o éxito da nossa verdade confirmou com
felicidade.

Quando verdadeiramente as aberturas forem desiguais, as quantidades de dgua de saida terdo o célculo composto

pelo célculo das velocidades e pelo célculo das aberturas.
La ™

Se o0 tubo AB cilindrico ou prisméatico é perfurado no fundo B para que flua, A
sem que outro liquido seja derramado por cima, as velocidades da superficie oculta ¢ /-D
mais elevada do liquido decrescerao com a mesma razao, como decrescem as linhas
regularmente aplicadas na parabola BD que tenha o eixo BA e de fato o vértice B. /'F
Isto é manifestado. Na verdade, quando a superficie mais elevada da &gua for C, a /

velocidade serd CD e quando a superficie mais elevada for E, a velocidade seré EF,
desde ja demonstrados; e sempre deste modo.

ot

B
-

De que modo seja investigar um sélido conformado a partir das aguas que
caem.

seja circular, além disso, esteja o sélido COPD com &gua que flui dele, e seja o eixo do B
sélido FH. Digo ser DNP a tal linha geratriz deste solido, tal que o niimero do didmetro \T\
a altura FH para a altura FI. B

CD biquadrado, para o nimero do diametro OP biquadrado, seja reciprocamente como

0 Abade Castelli mostrou que a se¢do CD para a se¢ao OP é reciprocamente o) I'.: tLp__J\
como a velocidade em OP, para a velocidade em CD. Certamente como HL para IM | |
na parabola FML. Conforme posto adiante. O nimero do didmetro CD ao quadrado
para 0 quadrado de OP é como o circulo €D, para o circulo OP, certamente como HL
para IM. Por outro lado, 0 nimero de HL ao quadrado para o quadrado do nimero IM é como HF para FI. Portanto,

0 biguadrado do niimero do didmetro CD para o biquadrado do nimero OP ¢ reciprocamente como a altura FH, para
aaltura FI. C.Q.D.

Seja um recipiente amplissimo AB sempre cheio, cuja abertura no fundo CD J!\ F

v
e

|
e
4

Seja dada para a mesma figura a altura FI 100 FH 160; e seja dado o didmetro da abertura €D 50. E procurado
quao grande ha de ser o didmetro OP do sélido. Faga como FH para FI, certamente como 160 para 100 assim o nu-
mero biquadrado do didmetro CD, certamente 6250000 para o outro, que serd 3906250; e 0 mesmo sera 0 nlimero
biquadrado do didmetro OP: logo deste seja extraida a raiz biquadrada, aparecera 44 com 55 (44,5) com aproximagao
de um décimo. Portanto pronunciaremos que este € o diametro OP.

Dada BD para a direcéo do cano AB, e 0 ponto C no qual incide a &gua que flui, seja para encontrar o nivel des-
conhecido, ou a superficie mais elevada da dgua. Seja conduzido ABD, & de C seja erguida CD na vertical. Em seguida,
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faca que CD, para BD, assim como BD para a outra, cuja quarta parte seja r
BE. Digo que através de E passara o nivel desconhecido mais elevado da
4gua. Com efeito, BD ¢ a tangente da parabola, e CD paralela ao diametro,
portanto, o quadrado de BD sera igual ao retangulo sob €D, e com lado reto,
por isso, portanto descoberta aquela linha (da qual a quarta parte atribuimos B
a BE) que serd o lado reto, e BE a sublimidade'. C.Q.D. A
Advertimos, novamente, para que 0S experimentos concordem com as c

demonstragées, que a abertura B deve ser uma ténue lamina, e plana, contra

a qual seja perpendicular a reta BD. Verdadeiramente, o restante do interior do tubo BA e até C, em todo o percurso
desde o inicio do aqueduto, deve ser muito amplo, pelo que, com efeito, ficara mais livre, de modo que o experimento
tornar-se-a mais exato. No entanto, todas as vezes que a 4gua que escoa através de um tubo desconhecido tiver que
passar através de estreitezas, serdo encontradas coisas falsas; da mesma forma que também acontecera, se por causa
de um forte impeto, a dgua for liberada repentinamente, sendo dispersada em um orvalho muito ténue.

Dada a diregao AD, do tubo, ou do cano BA, e 0 ponto C no qual incide a emisséo da &gua, para descrever toda
uma parabola da &gua que flui.

Seja produzida BAD, e seja elevada a perpendicular CD. Em seguida seja

D
B

conectada AC. Sejam agora produzidas trés linhas AE, EF, FH, das quais a
primeira faca a partir de A um angulo qualquer, a segunda paralela a tangente,
a terceira paralela ao diametro, e H serd o ponto de passagem da parabola,
0 que € certo a partir das demonstracées, e deste modo para cada um dos ,A. H
pontos da parabola procurada. B
Colocado o vaso AB ou cilindrico ou prisméatico que no fundo seja perfu- F
rado com a abertura B. A velocidade da agua que sai de B para a velocidade q

do nivel, ou da mais alta superficie que desce no vaso, sempre respondera
com o mesmo cdlculo®™.

que sai por B. Entdo faca que a secdo AD do vaso, para a secgéo do orificio D A E
B, de tal modo como AC para AE. E sera pela doutrina de Castelli, a propria
AE a velocidade do nivel DA descendendo. Agora em torno ao didmetro AM,
se fagam através de C e E, duas pardbolas MC, ME. F I L

Quando o nivel de dgua no vaso é AD, seja AC a velocidade da dgua f:? ’ ,

Além disso, seja considerado outro nivel FH. Quando o nivel estiver em {
FH, entao conforme mostrado, sera a velocidade em B assim como a linha
HL. Mas a velocidade em B para a velocidade do nivel FH sera pela doutrina 3 M
de Castelli, como a segéo FH para a se¢éo B, certamente como CA para AE,
assim sempre. Por isso, portanto, a velocidade da dgua que sai para a velocidade do nivel que desce em qualquer local
considerado, sempre sera como a linha aplicada na parabola maior, para aquela aplicada na menor, isto é, sempre
conforme 0 mesmo célculo.

Além disso, de outro modo isto também sera mostrado. Seja considerada a segdo FH em qualquer parte do vaso
AB, contanto que n&o seja a superficie mais elevada: mas que, no entanto, seja AD a superficie mais elevada. Estando
agora transitando a mesma quantidade de dgua pela secdo B e pela secdo FH, seréd a velocidade em B para a velo-
cidade FH reciprocamente como a se¢do FH para a segdo B; todavia assumindo que a segdo FH é igualmente veloz
que a superficie suprema DA (sendo considerado o vaso como um cilindro ou um prisma), pois a velocidade em B para
a velocidade descendente da superficie suprema DA no vaso, sempre respondera com o0 mesmo calculo, sem ddvida
sempre sera como a segéo do vaso para a se¢do da abertura B.
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Corolario

Portanto, quando as alturas no vaso forem AM, HM a velocidade da dgua que sai através de B é fixada pela altura
AM, para a velocidade que sai através de B é fixada pela altura HM, que é a velocidade da superficie mais elevada
DA para a velocidade da superficie mais elevada FH que efetivamente esta exposta. De fato, este Corolério é deduzido
apenas permutando a conclusao acima obtida.

As guantidades das aguas pelo mesmo, ou que irompem de aberturas iguais no mesmo tempo, estao entre si
sob a raiz quadrada da razdo das alturas.

Seja 0 vaso AB da figura precedente perfurado em B e uma vez permanecga sempre cheio até a marca DA; e
verdadeiramente outra vez até FH. Digo que a quantidade de agua que sai quando a altura é AM, para a quantidade
de agua que sai quando a altura é HM (entendido sempre ao mesmo tempo) estdo na razdo da raiz quadrada da altura
AM para a altura HM. Certamente como a reta AC para a reta HL. De fato, quando as alturas séo AM e HM, as
velocidades em B sao pelo Corolario precedente como a velocidade da mais alta superficie DA, para a velocidade da
mais alta superficie FH; ou como aplicada a AE para HI. Portanto, as quantidades de 4gua que irrompem da mesma
abertura B serao como AE para HI, certamente na razao da raiz quadrada da altura AM para a altura HM.

Esta especulacéo esta exatamente de acordo com o experimento feito por nés com total diligéncia.

Certo vaso, cuja parte mais elevada A é perfurado com a abertura B, de tal modo que permaneca sempre cheio
com certa corrente de dgua conduzida por cima em A. E procurada qual a abertura que

deve ser perfurada em C, para que com a mesma agua corrente por cima, permaneca A
do mesmo modo precisamente cheio como antes. Seja tomada entre AB, AC a média
Al E faca que a altura CA para a média AI assim como a abertura B para a abertura C. B

Portanto a abertura B para a abertura C serad como a aplicada em CE, para a aplicada em
BD; isto é, reciprocamente como a velocidade da abertura € para a velocidade da B. Por 11
essa razdo, a mesma quantidade de 4gua efluird por cada um deles; estabelecido; que o
vaso permanecera sempre cheio. C:

Verdadeiramente, certo vaso AB que seja perfurado no fundo com uma abertura B,
sendo conduzida certa corrente de dgua por cima em D, permanece cheio até a marca
C. Seja procurada a quantidade de dagua que deve ser derramada no mesmo vaso para I‘"ﬂ:ﬁ
que seja preenchido até a marca A. Seja tomada entre AB, BC a média BE: e seja A‘
como EB para BA, de tal modo que uma dada quantidade de dgua em D para a outra
quantidade, que admitida totalmente no vaso encherd novamente até a marca A, e ndo
a excedera™. 0 qual, como os muitos outros deste tipo, serd facilmente demonstrado a

L
partir dos precedentes. r
As &guas que fluem (as quais, contudo, possam ser recuperadas de alguma parte) sao

declaradas em proporgao, sem nenhuma medida de tempo, de velocidade, e de secéo. ' B

E
>

Seja tomada na figura precedente, ndo importa para qual vaso AB, e qualquer

que seja sua forma, contudo de tal modo seja perfurado no fundo, que com dadas dguas escoantes que tenham
sido admitidas nao eflua totalmente, mas cresca, e faga no vaso certa altura, por exemplo, a altura BC e depois nao
cresga mais, mas 0 vaso emita precisamente tanta agua quanto recebe. Verdadeiramente, uma maior quantidade
de &gua faca a altura AB. Fica patente pelos precedentes, que a dgua maior esta para a menor na razao da raiz
quadrada da reta AB para a BC. Pois atravessando cada dgua através da mesma secdo B, e uma delas tenha a
altura AB e a outra verdadeiramente CB, serao as velocidades das saidas das dguas através da dita secéo na razao
da raiz quadrada de AB para CB. E, portanto, as quantidades das dguas que fluem serdo na razao da raiz quadrada
das alturas feitas AB, BC.
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Seja AB o didmetro de alguma parabola, e um algum mével que seja movido por AB com uma mesma lei, de tal
forma que em qualquer ponto da linha AB 0 seu impeto seja sempre considerado como aplicado entre aquele ponto e
alguma parabola. Digo que este movimento o mesmo que dos pesados que caem naturalmente. De fato é compreendido
que algum pesado se move desde A até B, com movimento naturalmente acelerado, e concebido de tal maneira que
o momento'® do mével seja considerado como de um pesado que também é simultaneamente liberado de A e que no
mesmo tempo chegue ao ponto B. E é evidente que de ambos 0s maveis um s6 terd 0 mesmo momento futuro. Pois
em qualquer ponto da linha AB é considerado que um ou outro dos dois, mdvel ou pesado tera 0 mesmo impeto e o
outro, por isso, também atravessara o mesmo espaco AB e as suas proprias partes, e isto verdadeiramente também
acontecera se 0 mével for movido de B para A com impeto decrescente e nao crescente.

Vasos, cilindricos ou prisméticos perfurados no fundo sdo esvaziados por essa lei, que uma vez dividido o tempo
total em partes iguais, a emissao do Ultimo tempo seja como um, além disso, a emissao do pendltimo tempo seja como
3, a do antepenltimo tempo seja como 5, e assim sucessivamente como nimeros impares para a unidade.

Seja um vaso como é estabelecido; perfurado no fundo, e que ao mesmo seja asso-
ciada a parabola CD. J4 demonstramos que devido a agua que flui pelo fundo, o nivel AE
ira descer de tal modo que a velocidade do mesmo seja como uma linha que corresponde
a ela mesma na parabola, certamente o impeto em EA, seja como AD, em FH seja como
HI, e assim sempre; portanto 0 movimento do nivel EA serd como 0 movimento que se
esgota de pesados atirados para cima, ou de projéteis; e uma vez dividido o tempo total da F H I

./

ELIA_D

—_—

emissao em partes iguais, sera o espago LC de queda do nivel no Gltimo tempo, como um;
também o espaco HL como trés, e HA como cinco. Pois, conforme o lema estabelecido,

0 movimento do nivel AE é como o movimento de pesados ndo em queda, mas como BL'-q

projetados perpendicularmente para cima (o que & 0 mesmo), pois 0 movimento do nivel

AE do mesmo modo percorre 0 espago com tempos iguais, e como algum pesado projetado para cima, sem dlvida
no Ultimo tempo um, no pendltimo trés; e assim sucessivamente'’.

Se o vaso for um condide parabdlico cujo eixo seja AB, e seja perfurado no fundo em A
B a sua emissao podera ser vista como sendo igual ao movimento descendente da superficie r_“r—"
mais elevada: isto é, em tempos iguais sejam exauridas massas com alturas iguais; o que, F
entretanto, é falso. Isto porque os condides parabélicos séo entre si como o quadrado do eixo, E ’
ou altura. Portanto, se dividimos toda AB em partes iguais, serd para o condide CB como
um, e para 0 DB como quatro, e o préprio EB como 9, e assim sucessivamente, sempre
como ndmeros ao quadrado. Seréo, pois, para 0s conoides: CB como um, depois a diferenca
com CD como trés, DE como 5, EF como 7, e assim sucessivamente, as diferengas serdo
para a unidade como ndmeros impares. Por isso sera visto por alguém que desta maneira as 3
diferengas de cada uma em tempos iguais devam ser exauridas conforme ja demonstrado
na precedente, mas visto que desse modo, a evacuagao depende da forma do préprio vaso, é absolutamente falso isto
que pronunciamos, € a demonstragdo cada um podera deduzir a partir destas que seguem.

Seja o vaso irregular ABCDE perfurado no fundo com uma abertura C; e sejam con-
sideradas duas secoes do mesmo AE, BD. Digo que a velocidade descendente da &gua
da mais elevada superficie, quando sera AE, para a velocidade da superficie, quando sera
BD, ter o célculo composto pela razao da raiz quadrada da altura FC para CG, e reciproca
das secoes, certamente da secdo BD para AE. Seja, pois, concebido a segao superior -
com base AE qualquer que ela seja, 0 vaso prismatico AIME cuja altitude seja FC. Ja /
a velocidade da secéo prismatica AE para NO sera como a reta FC para a média'® CH
entre as alturas. Verdadeiramente, a velocidade da se¢do NO para a velocidade da se¢ao C M

|
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BD, tendo a mesma altura, é reciproca como a se¢ao BD para NO. Portanto, fica claro que o calculo da velocidade
da secéo AE para a velocidade da secédo BD é composto da razao da reta FC para CH, e da razdo da segdo BD para
NO, ou BD para AE.

A partir daqui 0 manifesto é que recentemente diziamos do Condide parabdlico, certamente o movimento da su-
perficie descendente mais elevada néo é igual, mas sucessivamente acelerado. Verdadeiramente o calculo de como é
acelerado; e de que maneira séo variadas as velocidades descendentes da superficie mais elevada da dgua numa esfera
perfurada, esferoide, e em outros vasos requlares, ficara facilmente acessivel pela precedente consideragéo.
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HB da semiparabola é a média proporcional entre sua altura AH e a sublimidade EA procurada. Da Geometria, sabe-se que a média proporcional dos
segmentos EA e AH é dada por /EA-AH, que, segundo Galileu, seria entdo igual a0 segmento AG. Numa abordagem atual, este mesmo resultado podera
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percorrida pelo mével nnim'A_dn desta velocidade sera dado por t\/ZgEA (t € o tempo). O tempo ¢ de interesse, é 0 da queda do mdvel na vertical desde
Aaté Hedadopors = |2 Logo, a distancia percorrida pelo mével na horizontal sera dada por 2y/EA-AH, que é o dobro da média proporcional dos
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segmentos EA e AH , e ?g';lual a amplitude HB da semiparabola; ou seja: HB=2AG.

6 Lat. Sublimitas, ital. Sublimita: parametro usado por Galileu em sua balistica, com o qual fixa a velocidade horizontal constante do tiro. A sublimidade é
a altura de onde haveria de descer o mével (liviemente ou sobre um plano inclinado) para alcancar ao final do seu descenso a tal velocidade. Com este
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7 Um Corolario  uma consequéncia direta de outro teorema ou de uma definicao, muitas vezes tendo suas demonstracdes omitidas, por serem simples.

8 A corda de uma parabola é um segmento de reta que une dois pontos quaisquer e distintos da parabola. Em particular, uma corda que passa pelo foco é
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Aqui Torricelli d4 a entender que Castelli sabia que as quantidades de dgua que saem de aberturas iguais sao proporcionais a raiz quadrada das respectivas
alturas. Entretanto, segundo Giovanni Poleni (em sua Raccolta D’Autori Italiani Che Trattano Del Moto Dell’Acque (Edizione Quarta), Tomo VI, 1823), Torricelli
havia dito ter sido ensinado por Castelli que as quantidades de dgua s&o na razdo direta das alturas, e entéo julgava que isto devesse ser corrigido no seu
livro sobre 0 movimento das aguas.

Talvez seja aqui que Torricelli faz a assertiva mais direta do que ficou mais tarde sendo conhecida como lei de Torricelli. A traducéo desta lei ficou
consagrada na formula v=v/2gh, onde v ¢ a velocidade, g é a gravidade e h ¢ a altura da superficie livre da 4gua no reservatdrio em relacdo a abertura.
Contudo, deve ser observado que esta lei ndo é tdo 6bvia, ja que a dgua que sai do fundo de um tanque néo é tdo facilmente assimilvel como sendo
similar a queda de um pesado desde a superficie livre até o fundo do tanque. Esta lei foi importante por ndo somente estabelecer um método de célculo
da velocidade e, portanto, da vazao ou descarga, mas também por referir-se pela primeira vez a &gua em movimento. Isto justifica o importante papel de
Torricelli no desenvolvimento da mecanica dos fluidos, a ponto de Ernest Mach considera-lo como o fundador da hidrodindmica.

Raffaello Magiotti (1597-1656) foi um astrénomo italiano, matematico e fisico. Estudou em Florenca, e, depois de ter tomado os votos, mudou-se para
Roma. Em 1636, comegou a trabalhar na Biblioteca do Vaticano. Foi aluno de Castelli em Roma, tendo sido indicado a Galileu por Castelli em 1638 como
o candidato a cadeira de Matematica em Pisa. Demonstrou experimentalmente a hipétese de Torricelli que a velocidade média de um liquido que flui para
fora da saida de fundo de um vaso é proporcional a raiz quadrada da altura, medindo a vazdo através de varios tamanhos de aberturas. Apenas um trabalho
seu foi impresso durante a sua vida Renitenza dell’acqua alla compressione (1648). Este trabalho incorpora o primeiro andncio publicado da quase
incompressibilidade da 4gua a temperatura constante, e a expansao e contragéo da dgua e do ar de acordo com mudangas na temperatura. Ele foi um dos
trés favoritos seguidores, junto com Castelli e Torricelli, a quem Galileu referia-se como seu ‘triunvirato” Romano. Ele manteve correspondéncia com Galileu,
embora nunca tenha sido aIuno deste em qualquer tempo.

co DE
— = —— 0u4EBE = E Este desenvolvimento é essencialmente geométrico, e poderd ser verificado para a tangente que passa pelo vértice da

4FE
parabola (verfigura da nota de rodapé 4) e para o ponto D sobre ela, de coordenadas (x,:y,)=(2h,-h). Neste caso, 2h=BD e h=CD. Entao, 0 quadrado de
BD serd igual a 4h?; e como esta érea € igual a area do retangulo sob CD e de lado reto igual 4BE (CD - 4BE=h - 4BE); entao, 4h’=4BE, ou BE=h.
Trata-se de um problema de aplicacao da equagéo da continuidade e da prépria lei de Torricelli.

'_ an Vi BC-AB __ E‘E ] o H i+ A A
Como = == entdo, £ = === A quantldade admitida em D, para a quantidade que admitida totalmente no vaso o enchera novamente até
Va -\,I ey \AFAE 45

amarcaAendoa excedera corresponde a razao r

Um Lema é um “pré-teorema”, um teorema que serve para ajudar na prova de outro teorema maior. A distingdo entre teoremas e lemas é um tanto quanto
arbitraria, uma vez que grandes resultados sdo usados para provar outros.

Momentum (momento) € a palavra latina que na Mecanica moderna se atribui a grandeza ‘quantidade de movimento’, e que no texto original também se
associa a palavra ‘impeto’ (impetus).

Aqui fica claro que o lema, enunciado de forma um tanto obscura, associa o espago percorrido pelo nivel em queda da dgua no vaso, ao espago percorrido
por um projétil langado verticalmente para cima.

. e v
Torricell se refere & média geométrica CH=+/CG-FC. Para a segao prismética: 248 — [E€ oulas _ [EEEC _ ZC
Vo  NCE  Vyp 8 CGFC CH
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