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RESUMO Esta é a traducdo da segunda e dltima parte do texto de Arquimedes sobre os corpos flutuantes.
A primeira parte deste texto esta publicada na Revista da Sociedade Brasileira de Histéria da Ciéncia, v. 16,
p- 69-80, 1996. Nesta segunda parte, Arquimedes discute as condi¢des de equilibrio para um paraboloide de
revolugdo flutuando em um liquido.
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ABSTRACT This is the Portuguese translation of the second and last part of Archimedes’s text on floating bodies.
The first part of this text has been published in Revista da Sociedade Brasileira de Historia da Ciéncia, v. 16, p. 69-80, 1996.
In this second part Archimedes discusses the conditions of equilibrium of a paraboloid of revolution floating in a liquid.
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Introducao

Apresentamos, neste artigo, a traducéo da segunda parte do texto de Arquimedes (287-212 a.C.) sobre os
corpos flutuantes. A primeira parte foi publicada em 1996." Nesta segunda parte, Arquimedes discute as condigoes
de equilibrio para um paraboloide de revolugao flutuando em um liquido. Esta traducao foi feita a partir da tradugao
em inglés dos trabalhos de Arquimedes realizada por T. L. Heath.? Os trechos entre colchetes na tradugo sdo de
Heath. As notas de rodapé de Heath sé&o indicadas por [N. H.].
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Traducao

Sobre os Corpos Flutuantes (segunda parte)
Arquimedes

Proposigao 1

Se um sélido mais leve que um fluido estd em repouso nele, o peso do sélido estard para
aquele do mesmo volume do fluido como a parte imersa do sélido esta para o todo.

Seja (A + B) o sdlido e B a porgao imersa no fluido.
Seja (C + D) um volume igual do fluido, C sendo igual em volume a A, e B [igual] a [.
Suponha ainda que a linha £ represente o peso do solido (A + B), (F + G) represente o pesode (C + D) e G o

[peso] de D.
E
A
C
F D
370 B
G
Entéo,

pesode (A + B):pesode (C+ D) =E: (F+ G)..(1).
E o peso de (A + B) é igual ao peso de um volume B do fluido [I.5], isto &, ao peso de [.
Quer dizer, £ = G.
Portanto, por (1),
pesode (A + B):pesode (C +D)=G:F+G
=D:C+D
=B.A+B.

Proposicao 2

Se um segmento reto de um paraboloide de revolugao cujo eixo nao é maior que que
(3/4)p (onde p € o parametro principal da pardbola geradora), e cuja gravidade especifica é
menor que a de um fluido, for colocado no fluido com seu eixo inclinado em relagao a vertical
por um angulo qualquer, mas de tal forma que a base do segmento nao toque a superficie do
fluido, o segmento do paraboloide ndo permanecerd nesta posi¢ao, mas retornard a posi¢ao
na qual seu eixo é vertical.
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Seja AN o eixo do segmento do paraboloide e através de AN trace um plano perpendicular a superficie do
fluido. Faca o plano intersectar o paraboloide na parabola BAB’, a base do segmento do paraboloide em BB’ e o
plano da superficie do fluido na corda QQ’ da parabola.

Entdo, uma vez que o eixo AN € colocado em uma posigao nao perpendicular em relagao a QQ°, BB’ nao seré
paralelo a QQ".

Trace a tangente PT a parabola, [sendo esta tangente] paralela a QQ’, e seja P 0 ponto de contato.'

[A partir de P trace PV paralelo a AN encontrando QQ" em V. Entdo, PV sera um diametro da parabola e
também o eixo da porcao do paraboloide imerso no fluido.

Seja C o centro de gravidade do paraboloide BAB” e F o [centro de gravidade] da porgao imersa no fluido. Una FC e o
estenda até H de forma que H seja o centro de gravidade da porcao restante do paraboloide acima da superficie.

Bi’

Entdo, uma vez que? AN =%AC,
3

e AN * —p,

segue que AC »* g

Portanto, se CP for ligado, o &ngulo CPT é agudo.? Portanto, se CK for tragado perpendicular a PT, K estara
entre P e T. E, se FL e HM forem tracados paralelos a CK para encontrar PT, cada um deles sera perpendicular a
superficie do fluido.

Agora, a forga atuando na porgéo imersa do segmento do paraboloide ird atuar para cima ao longo de LF,
enquanto o peso da porcao fora do fluido atuard para baixo ao longo de HM.

Portanto, ndo havera equilibrio, mas o segmento ir4 girar de forma que B se elevara e B’ ird descer, até que AN
assuma a posicao vertical.]

1 [N. H.] O restante da prova esté faltando na versdo de Tartaglia, mas é fornecido entre colchetes como apresentado por
Commandinus.

2 [N. H.] Como a determinagdo do centro de gravidade de um segmento de um paraboloide que é assumida aqui ndo aparece em
qualquer trabalho existente de Arquimedes, ou em qualquer trabalho conhecido de qualquer outro matematico grego, parece provavel
que esta determinagao tenha sido investigada pelo proprio Arquimedes em algum tratado que hoje em dia est4 perdido.

3 [N. H.] A verdade desta afirmativa é facilmente provada a partir da propriedade da subnormal. Pois, se a normal em P

encontra o eixo em G, entdo AG é maior do que g exceto no caso em que a normal é a normal no préprio vértice A. Mas este

Gltimo caso esta excluido aqui pois, por hipdtese, AN ndo é colocada verticalmente. Portanto, sendo P um ponto diferente de A,
vem que AG serd sempre maior do que AC; e, como é reto o angulo 7PG, o angulo TPC tem de ser agudo.
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[Com o propésito de comparagao, serao acrescentados os equivalentes trigonométricos desta e de outras
proposicoes.

Suponha que o angulo NTP, no qual, na figura acima, o eixo AN € inclinado em relacao a superficie do fluido,
seja denotado por 6.

Entdo as coordenadas de P referidas a AN e a tangente em A como eixos sdo

£cot2 o, £cot9,
4 2

onde p é o parametro principal.

Suponha que AN = he que PV = k.

Se agora x” for a distancia, a partir de 7, da projecdo ortogonal de F sobre 7P, e x for a distancia
correspondente para o ponto C, temos

x =Lcot? 0. c056?+§cot6?.sen9+§kcost9,

x=Lcot? 0. cos&+§hcos€,

de onde vem x'—x=cos9{§(cot2 9+2)—§(h—k)}.

A fim de que o segmento do paraboloide possa girar na diregdo que aumenta o angulo PTN, x” precisa ser maior que
X, OU Seja, a expressao encontrada precisa ser positiva.
Este serd sempre o caso, seja qual for o valor de &, se
2h
P 2

2 3

3
ou h*=p.
4p]

Proposicao 3

Se um segmento reto de um paraboloide de revolugao cujo eixo ndo é maior que que
(3/4)p (onde p é o parametro), e cuja gravidade especifica é menor que a de um fluido, for
colocado no fluido com seu eixo inclinado de qualquer Gngulo com a vertical, mas de forma
que sua base esteja inteiramente submersa, o sélido ndo permanecerd nesta posi¢do, mas
retornard a posicao na qual o eixo é vertical.

Seja AN o eixo do paraboloide e através de AN trace um plano perpendicular a superficie do fluido,
interseccionando o paraboloide na pardbola BAB’, a base do segmento em BNB’ e o plano da superficie do fluido na
corda QQ’ da parabola.

T MKPL

Q?\f’ll%\

#
r 9
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Entdo, uma vez que AN, como colocado, ndo € perpendicular a superficie do fluido, Q" e BB’ ndo seréo paralelos.

Trace PT paralelo a QQ" e tocando a pardbola em P. Faga PT encontrar o prolongamento de VA em T. Trace o
didametro PV dividindo ao meio QQ" em V. Entéo, PV é o eixo da porgao do paraboloide acima da superficie do fluido.

Seja C o centro de gravidade do segmento completo do paraboloide e F [0 centro de gravidade] da porgéo
acima da superficie. Una FC e o prolongue até H, de forma que H seja o centro de gravidade da porgao imersa.

Entdo, uma vez que AC * g , 0 angulo CPT é um angulo agudo, como na proposicao anterior.

Portanto, se CK for tracado perpendicular a PT, K estara entre P e 7. Também, se HM e FL forem tragados
paralelos a CK, eles serao perpendiculares a superficie do fluido.

E a forga atuando na porgao submersa atuara para cima, ao longo de HM, enquanto o peso do restante atuara
para baixo ao longo do prolongamento de LF.

Desta forma o paraboloide girara até que assuma a posicao na qual AN seja vertical.

Proposicao 4

Dado um segmento reto de um paraboloide de revolugao cujo eixo AN é maior que (3/4)p
(onde p é o parametro), e cuja gravidade especifica é menor que a de um fluido, mas tem em

2
relagao a ele uma razao ndo menor que [AN 2 pj : AN, se o segmento do paraboloide for

colocado no fluido com seu eixo inclinado de qualquer angulo em relagao a vertical, mas de
forma que sua base nao toque a superficie do fluido, ele ndo permanecerd nesta posi¢ao, mas
retornard a posi¢ao na qual seu eixo seja vertical.

Seja AN o eixo do segmento do paraboloide, e deixe um plano ser tragado através de AN perpendicularmente
a superficie do fluido e interseccionando o segmento na pardbola BAB’, a base do segmento em BB’, e a superficie
do fluido na corda QQ" da parabola.

B’
_r"'-'-._;-.-ﬂ-
N e
_._..-o-"""fﬁl-. H
— \
B‘."‘fﬂ VI'-.AIr a’
a‘. l‘l |c
e
i
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K
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P

Entdo, AN, como colocado, ndo sera perpendicular a QQ".
Trace PT paralelo a Q" e tocando a parabola em P. Trace o diametro PV dividindo ao meio QQ" em V. Desta
forma PV serd o eixo da porgao submersa do sdlido.
Seja C o centro de gravidade do sdlido completo e F [o centro de gravidade] da porcéo imersa. Una FC e o
prolongue até H, de forma que H seja o centro de gravidade da porcéo restante.
3

Agora, uma vez que AN = EAC’
3

e AN >—p,
4 p
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segue que AC > g

Mega CO ao longo de CA igual a g , & OR ao longo de OC igual a %AO )
Entdo, uma vez que AN = %AC,
3
e AR =— A0,
2
temos, por subtragao, NR = %OC,
Isto &,
3
AN — AR =—0C
2
_3
4 ps
3
ou AR = (AN ——pj.
4
~ 3 ? 2 2 2
Entéo, AN_ZP AN = AR” : AN~,

e, portanto, a razdo da gravidade especifica do sélido para a do fluido é, pelo enunciado, ndo menos que a
razdo AR* : AN”.
374 Mas, pela Prop. 1, a razdo anterior € igual a razao da porgao imersa para todo o sélido, isto é, [€ igual] a razéo
PV?: AN* [Sobre Conoides e Esferoides, Prop. 24].

Assim, PV?*:AN?*<+ AR : AN* ,
ou PV < AR .
Segue que

PF(Z EPV)<EAR
3 3

+* AO.
Se, portanto, OK for tragado a partir de O perpendicularmente em relagao a A0, ele encontrara PF entre P e F.
Também, se CK for unido, o tridngulo KCO serd igual e similar ao triangulo formado pela normal, pela

1 o
subnormal e pela ordenada em P (uma vez que CO = — p ou a subnormal, e KO € igual a ordenada).

Logo, CK é paralelo a normal em P e, portanto, perpendicular a tangente em P e [perpendicular] a superficie do fluido.

Portanto, se forem tragados paralelos a CK através de F e de H, eles serdo perpendiculares a superficie do
fluido, e a forga agindo na porgao submersa do sélido atuara para cima, ao longo do primeiro, enquanto o peso da
outra porgao atuara para baixo ao longo do segundo.

Portanto o s6lido ndo permanecera em sua posi¢ao, mas ira girar até que AN assuma uma posigao vertical.

[Usando a mesma notacgao de antes (nota seguindo a Prop. 2), temos
X —x= cosé?{g(cot2 0+2 ) — %(h —k)},
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e o valor minimo da expressao dentro das chaves, para diferentes valores de 6, é

p 2
———h-k
2 2(-k),

N - . . T . a .
correspondendo a posicdo na qual AM é vertical, ou & =3. Portanto, somente haverd equilibrio estavel

3
k<t|h—-=p|,
( 4pj

ou, se s for a razdo da gravidade especifica do sélido para a do fluido (= k/h? neste caso),

3 2
h—— h* .
M( 4"}/ |

nesta posigao, se

Proposicao 5

Dado um segmento reto de um paraboloide de revolugdo cujo eixo AN é maior que (3/4)p
e (onde p é o parametro), e sua gravidade especifica é menor que a de um fluido, mas em

2
3
uma razao para ela nao maior do que a razao {AN2 —(AN—ZpJ }:AN2 , se o segmento

for colocado no fluido com seu eixo inclinado de qualquer dngulo em relagao a vertical, mas
de forma que sua base esteja completamente submersa, ele nao permanecerd nesta posi¢ao,
mas retornard a posi¢ao na qual AN é vertical.

Seja um plano tracado por AN, como colocado, perpendicular a superficie do fluido e cortando o segmento do
paraboloide na parabola BAB’, a base do segmento em BB’, e o plano da superficie do fluido na corda QQ’ da parabola.

Trace a tangente PT paralela a QQ" e o diametro PV, dividindo ao meio QQ’, sera consequentemente o eixo da
porcao do paraboloide acima da superficie do fluido.

Seja F o centro de gravidade da porcéo acima da superficie, C [0 centro de gravidade] de todo o sdlido, e
prolongue FC até H, o centro de gravidade da porgao imersa.

Como na ultima proposi¢ao, AC >§, e medimos CO ao longo de CA igual a § e OR ao longo de OC igual
1
a—AO
2
. 3 3
Entdo, AN :EAC e AR :EAO;
e derivamos, como antes,
AR :(AN—Ep}
4
Agora, por hipbtese,
(gravidade especifica do sélido) : (gravidade especifica do fluido)

2
:s{ANZ —(AN—%pj } : AN?

#(AN? = AR?): AN?.
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B
Portanto,
(porcao submersa) : (todo o sélido) % (AN2 — AR? ): AN?,
e (todo o sélido) : (porcdo acima da superficie) » AN : AR .
Assim, AN? :PV*# AN? : AR,
do que segue que PV <« AR
e PF <+ AR

<+ AO.
Portanto, se for tracada uma perpendicular até AC a partir de O, ela encontrara PF em algum ponto K entre P e F.

1
E, umavez que CO= Ep , CK sera perpendicular a PT, como na Ultima proposicao.

Agora a forca atuando na porgao submersa do sdlido atuara para cima através de H, € 0 peso da outra porgao
atuara para baixo através de F, em diregOes paralelas, em ambos os casos, a CK; de onde segue a proposicao.

Proposicao 6

Se um segmento reto de um paraboloide mais leve que um fluido for tal que seu eixo AM
1
seja maior que (3/4)p, mas AM : Ep <15:4, e se 0 segmento for colocado no fluido com seu

eixo tao inclinado em relagao a vertical que sua base toque o fluido, ele nunca permanecera
em uma posigao tal que a base toque a superficie somente em um ponto.

Suponha que o segmento do paraboloide seja colocado na posicao descrita, e deixe 0 plano através do eixo
AM perpendicular a superficie do fluido interseccionar o segmento do paraboloide no segmento parabélico BAB' e o
plano da superficie do fluido em BQ.
Tome C em AM tal que AC = 2CM (ou tal que C seja o centro de gravidade do segmento do paraboloide), e
mega CK ao longo de CA tal que
AM : CK = 15: 4.
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Entdo, AM : CK > AM %p, por hipdtese; portanto, CK < %p.

1
Meca CO ao longo de CA igual a Ep . Também trace KR perpendicular a AC encontrando a parabola em R.

Trace a tangente PT paralela a BQ, e através de P trace o didmetro PV dividindo ao meio BQ em V/ e

encontrando KR em /.
Entao, PV :PI>KM: AK,

“0 que j4 estd provado”.*

4 [N. H.] Nao temos nenhuma pista sobre o trabalho no qual a prova desta proposicdo estava contida. A prova a seguir é mais

curta que a de Robertson (no Apéndice da edicao de Torelli).
Deixe BQ encontrar AM em U, e faca PN ser a ordenada a partir de P até AM.

Temos que provar que PV.AK > PI.KM , ou em outras palavras que
(PV.AK — PI.KM) é positivo ou zero.
Agora  PV.AK — PI.KM = AK.PV — (4K — AN )AM — AK)
= AK? — AK(AM + AN — PV )+ AM . AN

= AK? — AK.UM + AM . AN

(uma vez que AN = AT).

Agora, UM :BM = NT : PN ,
Portanto, UM?: p.AM =44AN* : p. AN ,
de onde vem que UM?* =4AM.AN ,
2
ou AM AN = U]:[ .

Portanto, PV.AK — Pl .KM = AK? — AK.UM +

UM> _[AK_UM)Z
-

e, consequentemente, (PV. AK — PI.KM) nao pode ser negativo.
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de onde vem que
Entéo,
Portanto,

Segue que

de forma que

Seja F o centro de gravidade da porgao imersa do paraboloide, tal que PF = 2FV. Prolongue FC até H, o centro

CK:iAM = %AC,‘

15
3 2
AK:AC—CKZEAC:§AM.

KMz%AM.

KMziAK.
2

PVZEPI,
2

PI <21V .

de gravidade da porcéo acima da superficie.

Trace OL perpendicular a PV.
1
Entdo, uma vez que CO = 5 p ., CL precisa ser perpendicular a PT e, portanto, [perpendicular] a superficie do fluido.

E as forcas atuando na porcéo imersa do paraboloide e a porcao acima da superficie agem, respectivamente,
para cima e para baixo ao longo de linhas que passam por F e H e sao paralelas a CL.
Portanto, o paraboloide ndo pode permanecer na posicao na qual B apenas toca a superficie, mas precisa girar

na direcao na qual o angulo PTM aumenta.

A prova ¢ a mesma no caso onde o ponto / ndo esta sobre /P, mas sim sobre o prolongamento de VP, como

na segunda figura.®

[Com a notacéo usada ao final da Proposicao 2, se a base BB" tocar a superficie do fluido em B, temos

VvV /

—— ®
P

L

BM = BV sen@+ PN,

e, pela propriedade da parabola,

BV?=(p+44AN)PV
=pk(1 + cot’ 6?).

5 [N. H.] £ curioso que as figuras dadas por Torelli, Nizze e Heiberg sao todas incorretas, uma vez que todas elas fazem o ponto

0 qual chamei de / situar-se sobre BQ, ao invés do prolongamento de V/P.
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Portanto, A Ph =+ pk + gcotﬁ.

Para obter o resultado da proposicao, temos que eliminar k entre esta equagao e
, 2
X —x= cos@{%(cot2 0+2 ) —~ E(h —k)}.
Temos, da primeira equagao,
k=h—ph cot9+§cot2 9,
ou h—k= phcot@—%cotzﬁ.

Portanto,

x'—x:cost9{§(cot20+2)—%(w/phcot@—%cot2 HJ}
(S ., 2
=cosf 2 Ecot 0+2 —quphcotﬁ :

Entdo, se o solido nao pode nunca permanecer na posigao descrita, mas precisa girar na dire¢do na qual 0
angulo PTM aumenta, a expressao dentro das chaves precisa ser positiva seja qual for o valor de 6.

2\’ 5
Portanto, 2| ph<=p?,
(3) P 6p
15
ou h<—np.
2 p-]

Proposicao 7

Dado um segmento reto de um paraboloide de revolugao mais leve que um fluido e tal
1
que seu eixo AM seja maior que (3/4)p, mas AM : Ep <15:4, se 0 segmento for colocado no

fluido de forma que sua base esteja inteiramente submersa, ele nunca ird permanecer em
uma posi¢ao em que a base toca a superficie do fluido somente em um ponto.

Suponha o sélido colocado de forma que somente um ponto (B) da base toque a superficie do fluido. Deixe o
plano através de B e o eixo AM cortar o sdlido no segmento parabélico BAB' e o plano da superficie do fluido [cortar
0 solido] na corda BQ da parabola.

Seja C o centro de gravidade do segmento, de forma que AC = 2CM; e meca CK ao longo de CA, tal que

AM :CK =15:4.

Segue que CK < %p )

Meca CO ao longo de CA igual a %p . Trace KR perpendicular a AM encontrando a parabola em £.

Seja PT, tocando (a parabola) em P, a tangente a parabola que é paralela a BQ, e seja PV o didmetro dividindo
ao meio BQ, isto é, o eixo da porcao do paraboloide acima da superficie.
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Entdo, como na proposicao anterior, provamos que

PV ZEPI .
2

e PI <21V .
Seja F o centro de gravidade da porgao do sélido acima da superficie; una FC e o prolongue até H, o centro de
gravidade da porgéo submersa.

. 1 .
Trace OL perpendicular a PV; e, como antes, uma vez que CO = Ep , CL é perpendicular a tangente PT. E as

linhas através de H e F paralelas a CL séo perpendiculares a superficie do fluido; portanto, a proposigao é

estabelecida como antes.
A prova é a mesma se o ponto / nao esta sobre /P, mas sobre o prolongamento de VP.

380

Proposicao 8
Dado um sélido na forma de um segmento reto de um paraboloide de revolugao, cujo

1
eixo AM é maior que (3/4)p, mas tal que AM :Ep <15:4, e cuja gravidade especifica esta

2
para a de um fluido em uma razao menor que (AM —%pj : AM*, entdo, se o sélido for

colocado no fluido de forma que sua base nao toque o fluido e seu eixo esteja inclinado de um
angulo com a vertical, o sélido nao retornard a posi¢ao na qual seu eixo é vertical e nao
permanecerd em qualquer posi¢do, exceto aquela na qual seu eixo forma com a superficie do
fluido um certo angulo a ser descrito.

Seja am tomado igual ao eixo AM e seja ¢ um ponto sobre am tal que ac = 2cm. Mega co ao longo de ca igual

1 . 1
a Epe or ao longo de oc igual a an .
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Seja X + Y uma linha reta tal que
(gravidade especifica do sdlido) : (gravidade especffica do fluido) = (X + Y)2:@m? ..o, (o),
e suponha que X = 2Y.

Agora ar—éao—3 gam—l
' 2 2\3 27
=am——
41?
3

Portanto, por hipétese,
X +Y)?:am? < ar :am?,
de onde vem que (X + Y) < ar, e, portanto, X < ao.
Megca ob ao longo de oa igual a X, e trace bd perpendicular a ab e de comprimento tal que

Una ad.

Agora, seja 0 stlido colocado no fluido com seu eixo AM inclinado de um angulo com a vertical. Atraves de
AM trace um plano perpendicular a superficie do fluido, e faca este plano cortar o paraboloide na parabola BAB e o
plano da superficie do fluido na corda QQ’ da parabola.

Trace a tangente PT paralela a QQ’, tocando em P, e seja PV o didametro dividindo ao meio QQ" em V/ (ou o eixo
da porcao imersa do sélido), e seja PN a ordenada a partir de P.

Meca AO ao longo de AM igual a ao, e mega OC ao longo de OM igual a oc, e trace OL perpendicular a PV.

|. Suponha o angulo OTP maior que o angulo dab.

Deste modo PN?:NT?* > db* :ba*.

Mas PN?:NT? =p:4A4AN
=co:NT,

e db* : ba’® :%co :ab , por (/).

Portanto, NT < 2ab ,

ou AN <ab ,
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de onde vem que NO > bo (umavez que ao =A0)
>X.

Agora (X +Y)* :am’ = (gravidade especifica do sélido): (gravidade especifica do fluido)
= (porgao imersa ): (restante do solido )

=PV?:AM?,
de forma que X+Y=PV.
Mas PL(= NO)> X
>§(X+Y), uma vez que X =2V,
>£PV,
3
3
ou PV < EPL'
e, portanto, PL>2LV .

Tome um ponto F sobre PV de forma que PF =2FV ,isto é, de forma que F seja o centro de gravidade da
porgao imersa do solido.

2 2 . .
Também AC =ac = Eam = EAM g, portanto, C € o centro de gravidade de todo o sélido.
Una FC e o prolongue até H, o centro de gravidade da porgao do sdlido sobre a superficie.
1
Agora, uma vez que CO :Ep, CL ¢ perpendicular a superficie do fluido; portanto, assim também sao

382 [perpendiculares a superficie] as paralelas a CL atraves de F e H. Mas a forga na porgdo imersa age para cima
através de F e aquela [forca] sobre o resto do solido [age] para baixo através de H.

Portanto, o sdlido nao ficara em repouso, mas vai girar na direcao em que o angulo MTP diminui.

II. Suponha o angulo OTP menor que o0 angulo dab. Neste caso, teremos, ao invés dos resultados acima, o seguinte,

AN > ab,
NO< X .
Também PV > %PL ,
e, portanto, PL<2LV .
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Faga PFigual a 2FV, de forma que F seja o centro de gravidade da porgao imersa.

E, procedendo como antes, provamos neste caso que o sdlido giraré na direcao em que o angulo MTP aumenta.

IIl. Quando o angulo MTP é igual ao angulo dab, igualdades substituem as desigualdades nos resultados
obtidos, e o proprio L é o centro de gravidade da porgao imersa. Assim, todas as forcas agem em uma linha reta, a
perpendicular CL; portanto, ha equilibrio e o sélido permanecerd em repouso na posicao descrita.

[Com a notacao usada antes

, 2
X —x= cos@{%(cot2 0+2 ) —~ g(h —k)},
e a posicao de equilibrio é obtida igualando a zero a expressao entre chaves. Temos entao

2
Poot?0=2(h-k)-L2,
4 3 2
E facil verificar que o angulo @ satisfazendo esta equacao € idéntico ao angulo determinado por Arquimedes.
Pois, na expressao acima,

3X_

PV =k,
2
de onde vem que ab:%h—ﬁ—zk:z(h—k)—ﬁ.
32 3 3 2
Também bd’ =§.ab.

Segue que

Proposicao 9

Dado um sélido na forma de um segmento reto de um paraboloide de revolugao cujo eixo

1
AM é maior que (3/4)p, mas tal que AM :Ep <15:4, e cuja gravidade especifica estd para a

2
de um fluido em uma razao maior que {AM2 —(AM —%p] }:AMZ, entao, se o sélido for

colocado no fluido com seu eixo inclinado de um angulo com a vertical, mas de forma que
sua base esteja inteiramente abaixo da superficie, o sélido nao retornard a posi¢ao na qual
seu eixo esteja vertical e ndo permanecerd em qualquer posigcdo, exceto aquela na qual seu
eixo faz com a superficie do fluido um dngulo igual ao descrito na proposi¢ao anterior.

. . 1
Tome am igual a AM e tome ¢ sobre am tal que ac = 2cm . Meca co ao longo de ca igual a — p e ar ao

3
longo de ac tal que ar = an )

Seja X + Y uma linha tal que
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(gravidade especifica do solido) : (gravidade especifica do fluido) :{ am’ —(X +Y )2} cam’,
e suponha X =2Y .

Agora, ar=—ao

384 =AM -"p.

Portanto, por hipétese,

2
amz—arzzam2<{am2—(X+Y) } cam’,

de onde vem que X+Y<ar,
g, portanto, X <ao.
Faca ob (medido ao longo de oa) igual a X, e trace bd perpendicular a ba e com um comprimento tal que
bd* = lco. ab .
2
Unaad.

Agora suponha o sélido colocado como na figura [acima] com seu eixo AM inclinado em relacéo a vertical.
Faca o plano através de AM, perpendicular a superficie do fluido, cortar o sélido na parabola BAB" e a superficie do
fluido em QQ".

Seja PT a tangente paralela a QQ’, PV o didmetro dividindo ao meio QQ" (ou o eixo da porcdo do paraboloide
acima da superficie), PN a ordenada a partir de P.

. Suponha o angulo MTP maior que o angulo dab. Seja AM cortado como antes em C e O tal que

1 . . .
AC=2CM e OC = Ep , & da mesma forma AM e am sao igualmente divididos. Trace OL perpendicular a PV.

Entdo temos, como na proposigao anterior,
PN’ :NT* > db*:ba’,
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de onde vem que co:NT > %co:ab,

e, portanto, AN <ab.
Segue que NO >bo
>X.

Novamente, uma vez que a gravidade especifica do solido estd para a do fluido assim como a porgéo imersa
do sélido esta para todo [o sélido],

AM? —(X +Y ) i AM* = AM* =PV : AM?,

ou (X+Y):AM> =PV?: AM>.
Isto é, X+Y=PV.
E PL(ou NO)> X

>%PV,

3
de forma que PL>2LV .
Tome F sobre PV de forma que PF =2FV . Entao, F é o centro de gravidade da porgao do sélido sobre a
superficie.

Também C é o centro de gravidade de todo o sélido. Ligue FC e o prolongue até H, o centro de gravidade da
porgéo imersa.

1 _ . .
Entdo, uma vez que CO =Ep, CL ¢ perpendicular a PT e a superficie do fluido; e a forga atuando sobre a

porcao imersa do solido age para cima ao longo da paralela a CL através de H, enquanto o peso da parte restante do
sdlido age para baixo ao longo da paralela a CL através de F.

Portanto, o sdlido ndo ficara em repouso, mas vai girar na direcado em que o angulo MTP diminui.

IIl. Exatamente como na proposicao anterior, provamos que, se o angulo MTP for menor que o angulo dab, o
sdlido ndo permanecerd em sua posicdo, mas girara na direcao em que o angulo MTP aumenta.

S .
N .JLF _
Q : Q

B

Ill. Se o angulo MTP € igual ao angulo dab, o sélido permanecerd em repouso nesta posicéo, porque L e F
coincidirdo, e todas as forgas atuarao ao longo da linha CL.
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Proposicao 10

Dado um sélido na forma de um segmento reto de um paraboloide de revolugao no qual o
1
eixo AM tem um comprimento tal que AM :Ep >15:4, e supondo o sélido colocado em um

fluido com gravidade especifica maior [que a sua] de forma que sua base esteja inteiramente
sobre a superficie do fluido, investigar as posigées de repouso.

(Preliminar.)
Suponha que o segmento de um paraboloide seja cortado por um plano através de seu eixo AM, no segmento
parabélico BAB; do qual BB, é a base.
Divida AM em C de forma que AC =2CM e meca CK ao longo de CA tal que
AM CK =154 e, (o),

., 1
de onde vem, por hipdtese, que CK > Ep )

1
Suponha CO, medido ao longo de CA, igual a Ep e tome um ponto R sobre AM tal que MR = %CO .

Portanto, AR = AM — MR
=§(AC—CO)
2
:EAO.
2

Una BA, trace KA, perpendicular a AM encontrando BA em A,, divida ao meio BA em A; e trace A,M, e A;M,
386 paralelos a AM, encontrando BM em M, e M, respectivamente.

By

T

Tomando A,M, e A;M, como eixos, descreva segmentos parabélicos similares ao segmento BAB,. (Segue, por
semelhanca de triangulos, que BM sera a base do segmento cujo eixo é A;M; e BB, [serd] a base daquele
[segmento] cujo eixo € A,M,, onde BB, =2BM, .)
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A parabola BA,B, passara entdo através de C.
[Pois BM,:M,M =BM, : A,K
=KM : AK
=CM +CK : AC-CK

L YR i Y
3 15 3 15

Entao vé-se que [0 ponto] C esta sobre a parabola BA,B, pela inversa da Prop. 4 da Quadratura da Parébola.]

Também, se uma perpendicular a AM for tracada a partir de 0, ela encontrard a parabola BA,B, em dois
pontos, em @, e P, Trace Q,0,0,0 através de Q, paralelo a AM encontrando as parabolas BAB, e BA,M,
respectivamente, em Q,, e 0;,e BM em D; e seja P,P,P; a paralela correspondendo a AM [passando] através de P,.
Faca as tangentes a parabola externa em P, e Q, encontrarem o prolongamento de MA em T, e U, respectivamente.

Entdo, uma vez que os trés segmentos parabdlicos sao similares e estdo similarmente situados, com suas
bases na mesma linha reta e tendo uma extremidade comum, e, uma vez que @,0,0,0 é um didmetro comum aos
trés segmentos, segue que:

0,0, :0,0, :(BZBI :BlB)-(BM :MBZ)-B

Agora B,B,:B,B=MM, : BM (dividindo por 2)

=2:5, através de (/) acima.
E BM : MB, = BM :(2BM, — BM)

=5:(6-5), através de ().

387

=5:1.

Segue que
0,0,:0,0,=2:1,

6 [N. H.] Este resultado é assumido sem prova, sem ddvida como sendo uma dedugéo facil a partir da Prop. 5 da Quadratura da
Parabola. Ele pode ser estabelecido como segue.

Primeiro, uma vez que A4A,B é uma linha reta e AN = AT em notagéo ordindria (onde PT é a tangente em P e PN [€] a

ordenada), segue, por semelhanca de tridngulos, que a tangente em B a parabola externa é a tangente a cada uma das outras
duas parabolas no mesmo ponto B.

Agora, pela proposicgao citada, se o prolongamento de 0Q,0,0, encontra a tangente BT em E,
EQ;:0;D=BD:DM ,
de onde vemque EQ; : ED = BD : BM.
Similarmente £Q, : ED = BD : BB, ,
eEQ, : ED=BD:BB,.
As duas primeiras proposi¢oes sao equivalentes a
EQ; : ED = BD.BB, : BM. BB,
e EQ, : ED = BD.BM : BM . BB, .
Por subtracao,
0,05 : ED=BD.MB, : BM.BB, .
Similarmente, 0,0, : ED = BD.B, B, : .BB,.BB, .
Segue que
0,0, :0,0; = (BZBI : BIB)' (BM : MBz)-
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ou 0,0, =20,0;.
Similarmente, AP, = 2P, P,.

Também, uma vez que MR :%CO = %p,
AR = AM — MR
3
=AM —=p.
2P

(Enunciado.)

Se 0 segmento do paraboloide for colocado no fluido com sua base inteiramente acima da superficie, entdo
(I.) se

(gravidade especifica do so’lido): (gravidade especlfica do ﬂuid0)< AR? : AM*
[« (AM -3p/4) : AM*],

0 solido ficara em repouso na posi¢do na qual seu eixo AM é vertical;
(I.) se

(gmvidade especifica do so’lido) : (gmvidade especifica do ﬂuido) < AR’ : AM*
mas >Q,0," 1 AM?,
0 sdlido néo ficard em repouso com sua base tocando a superficie do fluido em apenas um ponto, mas em uma posigao

tal que sua base néo toque a superficie em qualquer ponto e seu eixo faga com a superficie um angulo maior que U;
(. a) se

(gravidade especifica do So'lido): (gravidade especifica do ﬂuido): Q1Q32 cAM?,

0 s6lido ficaré em repouso e permanecera na posicao na qual a base toca a superficie do fluido em apenas um
388 ponto e o eixo fard com a superficie um dngulo igual a U,
(lll. b) se

(gravidade especifica do so’lido): (gravidade especifica do ﬂuido): PIP32 tAM?,

0 sélido ficara em repouso com sua base tocando a superficie do fluido em apenas um ponto e com Seu eixo
inclinado em relagéo a superficie em um &ngulo igual a T,
(IV.) se

(gmvidade especifica do so’lido): (gmvidade especifica do lz'quido)> PIP32 CAM?

mas < Q,0;" : AM?,

0 sélido permanecera em repouso e ficard em uma posicao com sua base mais submersa;
(V.) se

(gravidade especifica do So'lido): (gravidade especifica do ﬂuid0)< 1311332 cAM?,

0 solido permanecera em repouso em uma posi¢ao na qual seu eixo esteja inclinado em relagédo a superficie do
fluido em um &ngulo menor que T, mas de modo que a base nem mesmo toque a superticie em um ponto.

(Prova.)
(I) Umvez que AM > %p e
(gmvidade especifica do so’lido): (gravidade especifica do ﬂuido)
<£AM—%pT cAM?,
segue, pela Prop. 4, que o sdlido estara em equilibrio estavel com seu eixo na vertical.

(Il.) Neste caso
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(gravidade especifica do sélido): (gravidade especifica do fluido)< AR : AM >
mas > Q1Q32 cAM?

Eerle)

=
&

3
Pz

Suponha que a razdo entre as gravidades especificas seja igual a
I AM?,
de forma que / < AR mas > Q,0,.
Coloque P’V entre as duas pardbolas BAB; e BP,Q,M igual a / e paralelo a AM ’; e faca P’V encontrar a

parabola intermediaria em F'.
389

7 [N. H.] Arquimedes néo da a solucdo deste problema, mas ela pode ser apresentada como segue.
Sejam BR,Q, e BRQ, dois segmentos parabdlicos similares e similarmente situados, com suas bases na mesma linha reta e seja
BE a tangente comum em B.

AR
S

q:
Suponha o problema resolvido, e faga £RR,0, paralelo aos eixos, encontrar as parabolas em R e R;, e BQ, em O,
fazendo o segmento AR, iguala /.

Entdo temos, como usual,
ER,:EO=BO:BQ,,

=BO-BQ, : BO, - BO,,

e ER:EO =BO:BQ,
=BO-BQ, :BQ, -BO, .
Por subtracéo, RR,:EO=B0.0,0, :BQ,.BQ,,
BO,.B
ou BO-OF = I~M, o qual é conhecido.

1222
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Entdo, pela mesma prova como antes, obtemos
P F'=2F'V".

Faca P'T", a tangente em P’ a parabola externa, encontrar MA em T', e seja P'N" a ordenada em P".

Una BV’ e o prolongue para encontrar a parabola externa em Q". Faga 0Q,P, encontrar V" em /.

Agora, uma vez que, em dois segmentos parabdlicos similares e similarmente situados, com bases BM e BB,
na mesma linha reta, B/ e BQ" sdo tragados fazendo o mesmo angulo com as bases,

BV':BQ'= BM : BB,*®
=1:2,

de forma que BV'=1V'Q".

Suponha o segmento do paraboloide colocado no fluido, como descrito, com seu eixo inclinado de um angulo
em relacéo a vertical, e com sua base tocando a superficie somente em um ponto B. Seja o sélido cortado por um
plano [passando] através do [seu] eixo e perpendicular a superficie do fluido, e faca o plano cortar o sélido no
segmento parabdlico BAB’ e [cortar] o plano da superficie do fluido em BQ.

390

Tome os pontos C e O sobre AM como descrito anteriormente. Trace a tangente paralela a BQ tocando a
parabola em P e encontrando AM em T; e seja PV o didmetro dividindo ao meio BQ (isto €, o eixo da porgdo imersa
do sdlido).

Entao,

I AM* = (gravidade especifica do sélido): (gravidade especifica do ﬂuido)
= (porgdo imersa): (todo o solido)
=PV?:AM”,

de onde vem que PV'=l=PV.

Entdo os segmentos nas duas figuras, isto &, BP'Q" e BPQ, sao iguais e similares.

Portanto, LZPTN=/ZP'T'N".

E arazdo BO : OF é conhecida. Portanto, BO? , ou OF?, pode ser encontrado e, portanto, O [também pode ser encontrado].
8 [N. H.] Para provar isso, suponha que, na figura da nota anterior, BR, seja prolongado para encontrar a parabola externa em f,.
Temos, como antes,
ER, : EO = BO: BQ,,
ER:EO =BO: BQ,,
de onde vem que ER,: ER = BQ, : BQ, .
E, uma vez que R,  um ponto interno a parabola externa,
ER: ER, = BR, : BR, , de uma forma semelhante.

Portanto, BQ, :BO, =BR,:BR,.
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Também AT = AT', AN = AN', PN = P'N".
Agora, na primeira figura, P'I <21V".

Portanto, se OL for perpendicular a PV na segunda figura,
PL<2LV .

Tome F sobre LV de forma que PF =2 FV , isto é, de forma que F seja o centro de gravidade da porcao

imersa do sélido. E seja C o centro de gravidade de todo o sélido. Una FC e o prolongue até H, o centro de gravidade
da porgao acima da superficie.

1 . . . - .
Agora, uma vez que CO = Ep, CL é perpendicular a tangente em P e a superficie do fluido. Portanto, como

antes, provamos que o sélido ndo ficara em repouso com B tocando a superficie, mas girara na direcao em que 0
angulo PTN aumenta.

Assim, na posigao de repouso, o eixo AM precisa fazer com a superficie do fluido um angulo maior que o
angulo U que a tangente em @, faz com AM.

(Ill. @) Neste caso

(gravidade especifica do sc’)lido): (gravidade especifica do ﬂuido): Q1Q32 cAM .

Seja 0 segmento do paraboloide colocado no fluido de forma que sua base ndo toque em lugar algum a
superficie do fluido, e tal que seu eixo esteja inclinado de um angulo com a vertical.

Faca o plano através de AM perpendicular a superficie do fluido cortar o paraboloide na parabola BAB" e
[cortar] o plano da superficie do fluido em QQ’. Seja PT a tangente paralela a QQ’, PV o didmetro dividindo ao meio
QQ’, e PN a ordenada em P.

Divida AM como antes em C e O.

391

N Y @ | | \f
SO KN \S/

Na outra figura, seja Q,N" a ordenada em Q,. Una BQ, e o prolongue para encontrar a parabola externa em g.
Entdo BQ, = O, p, e atangente Q,U é paralela a Bg. Agora,

QIQ32 CAM* = (gravidade especifica do sc')lido): (gravidade especifica do ﬂuido)
= (porgdo imersa): (todo o sélido)
=PV :AM*.
Portanto, Q,0; = PV ; e os segmentos 0PQ" e BQ,q do paraboloide s&o iguais em volume. E a base de um

passa atraves de B, enquanto a base do outro passa através de @, um ponto mais préximo de A do que B esta.
Segue que o angulo entre QQ" e BB" é menor que o angulo B,Bq.
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/U< ZPIN,
AN'> AN,
N'O (ou 0,0,) <PL,

Portanto,

de onde vem que

e, portanto,

onde OL é perpendicular a PV.

Segue, uma vez que Q,0, =20,0,, que

PL>2LV .

Portanto F, o centro de gravidade da porcao imersa do sélido, esta entre P e L, enquanto, como antes, CL é
perpendicular a superficie do fluido.

Prolongando FC até H, o centro de gravidade da porcdo do sélido acima da superficie, vemos que o solido
precisa girar na diregao em que o angulo PTN diminui, até que um ponto B da base toque a superficie do fluido.

Quando este é o caso, teremos um segmento BPQ igual e similar ao segmento B4,q, o angulo PTN sera igual
ao angulo U, e AN serd igual a AN".

Portanto, neste caso, PL = 2LV eF coincide com L, de forma que £, C e H estao todos em uma linha reta vertical.

Assim, o paraboloide permanecera na posicao na qual um ponto B da base toca a superficie do fluido e o eixo
faz com a superficie um angulo igual a U.

(Ill. b) No caso onde

(gravidade especifica do solido): (gravidade especifica do fluido)= PP, : AM*,

podemos, da mesma forma, provar que, se o sélido for colocado no fluido de forma que seu eixo esteja
inclinado em relagdo a vertical e sua base ndo toque em nenhum lugar a superficie do fluido, o sélido se deslocara e
ficara em repouso na posicao na qual somente um ponto da base toca a superficie e o eixo estard inclinado em
relacdo a ela de um angulo igual a 7, (na primeira figura da Prop. 10).

(IV.) Neste caso,

(gravidade especifica do solido): (gravidade especifica do fluido)> PP, : AM >
mas< Q,0,” : AM* .

Suponha que a razao seja igual a I> : AM *, de forma que / seja maior que P,P;, mas menor que Q,0,.

B " Bs By

Coloque PV’ entre as parabolas BP,Q; e BP;Q; de forma que PV’ seja igual a / e paralelo a AM, e faga P'V*
encontrar a parabola intermediaria em F' e 0Q,P, em /.

Una BV e o prolongue até encontrar a parabola externa em g.

Entdo, como antes, BV'=V/q, e assim a tangente P'T" em P’ é paralela a Bg. Seja PN’ a ordenada de P".

1. Agora seja o segmento colocado no fluido, primeiro com seu eixo tao inclinado em relagao a vertical que sua
base ndo toque em nenhum lugar a superficie do fluido.
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Faca o plano através de AM perpendicular a superficie do fluido cortar o paraboloide na parabola BAB" e
[cortar] o plano da superficie do fluido em QQ". Seja PT a tangente paralela a QQ’, [e seja] PV o diametro dividindo ao
meio QQ'. Divida AM em C e 0 como antes, e trace OL perpendicular a PV.

Entdo, como antes, temos PV = [ = PV’

Portanto, os segmentos BP’q e QPQ’ do paraboloide sao iguais em volume; e segue que o angulo entre Q" e
BB’ é menor que o angulo B,Bg.

Portanto, Z PT'N'</Z PIN,
e entao AN'> AN,

de forma que NO >N'0,
isto &, PL>P'I

SP'F'. afortiori 393

Portanto, PL >2LV , de modo que F, o centro de gravidade da porgao imersa do solido, esta entre L e P,
enquanto CL é perpendicular a superficie do fluido.

Se, entdo, prolongarmos FC até H, o centro de gravidade da porcao do sdlido acima da superficie, provamos
qgue o solido nao ficara em repouso, mas girara na direcao em que o angulo PTN diminui.

2. A sequir, seja o paraboloide colocado no fluido de forma que sua base toque a superficie do fluido somente
em um ponto B, e proceda a construgao como anteriormente.

Entdo PV =P'V' e os segmentos BPQ e BPq sdo iguais e similares, de forma que

Z PIN = ZP'T'N".

Segue que AN =AN', NO=N'0O,
e, portanto, P'I=PL,
de onde vem que PL>2LV. w
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Portanto, £ novamente se encontra entre P e L, e, como antes, o paraboloide girard na direcdo em que 0
angulo PTN diminui, isto &, de forma que a base serd mais submersa.
(V.) Neste caso

(gravidade especifica do solido): (gravidade especifica do fluido)< PP, : AM*.

Se entdo a razdo é igual a [>: AM?*, 1< PP, . Cologque P’V entre as parabolas BP,Q; e BP,0; igual em

comprimento a / e paralelo a AM. Faga P’V encontrar a parabola intermediaria em F" e OP, em /.
Una BV e o prolongue até encontrar a parabola externa em g. Entdo, como antes, BV'=V"q e a tangente
PT" é paralela a Bq.

\ /)

rh

394

1. Seja o paraboloide colocado no fluido de forma que sua base toque a superficie somente em um ponto.

N

Faca o plano através de AM perpendicular a superficie do fluido cortar o paraboloide na secéo parabdlica BAB’
e [cortar] o plano da superficie do fluido em BQ.
Fazendo a construgdo usual, encontramos

PV =[=PV",
e 0s segmentos BPQ e BP,q sao iguais e similares.
Portanto, Z PTN=2 P'T'N',
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e AN=AN', N'O=NO.

Portanto, PL=P'I,

de onde segue que PL<2LV .

Portanto F, o centro de gravidade da porcdo imersa do sélido, encontra-se entre L e V/, enquanto CL é
perpendicular a superficie do fluido.

Prolongando FC até H, o centro de gravidade da porgao acima da superficie, provamos, da forma usual, que
ndo haverd repouso, mas o sélido girara na direcado em que o angulo PTN aumenta, de forma que a base ndo tocard
a superficie em qualquer lugar.

2. 0 soélido, entretanto, ficara em repouso em uma posi¢ao onde seu eixo faz com a superficie do fluido um

angulo menor que 7.
o
=]

Seja [o solido] colocado de forma que o dngulo PTN ndo é menor que 7.

Entdo, com a mesma construgdo de antes, PV =1=P'V".

E. uma vez que LT<+ZL1T,,
AN * AN,
e, portanto, NO < N, O, onde P;N, é a ordenada de P,.
Portanto, PL<+PP,.
Mas PP, >PF'"
Portanto, PL > %PV,

de forma que F, o centro de gravidade da porgao imersa do sdlido, encontra-se entre P e L.

Assim, o sélido girara na direcdo em que o angulo PTN diminui, até que este angulo fique menor que 7.

[Como antes, se x e x” forem as distancias a partir de T das projecoes ortogonais de C e F, respectivamente,
sobre TP, temos

x'—x:cosﬁ{g(c0t29+2)—%(h—k)} ............................................ (1),

ondeh =AM, k = PV.
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Também, se a base BB’ toca a superficie do fluido em um ponto B, temos ainda, como na nota acompanhando

a Prop. 6,
Jph =/ pk +§cot6’ ............................................................... (2),
e h—k=./ph cote—fcotzﬁ ......................................................... (3).

Portanto, para encontrar a relagéo entre h e 0 angulo @no qual o eixo do paraboloide esta inclinado em relacéo
a superficie do fluido em uma posicéo de equilibrio, com B apenas tocando a superficie, eliminamos k e igualamos a
zero a expressao em (1); entao

%(Cotz 9+2)_§[\/—hcot(9— cot 9}

ou 5pcot’@ —8y/ phcot@+6p =0 ..., (4).
Os dois valores de @séo dados pelas equagoes

5 pcot@= 4R £ JI6h=30D oo (5).

0 sinal inferior corresponde, na proposi¢ao de Arquimedes, ao angulo U e o sinal superior ao angulo T;, como
pode ser verificado assim.
Na primeira figura de Arquimedes (primeira figura da Prop. 10) temos

AK=2h,

5
3 3 (2, 2 1
M,D*=2p.OK==p| Zh-2h——
D7 =Cp Sp[ 5 ij

3P(ﬂ_£J
5015 2)°

Se P,P,P, encontra BM em [, segue que

M,D
M,D'

3p(4h p 1
SPIAh Py on
5(15 2) 10V?

} =M,D+*M.M,

2
5 515 2
Agora, da propriedade da parabola,

cot U:2@,
p
cot 7, = 2@
p
de forma que ECOt{ } —./ph (4}1 I;j .
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ou 5\p cot{

U
T}=4ﬁ¢,/16h—30p ,

1
0 que concorda com o resultado (5) acima.

Para encontrar a razdo correspondente das gravidades especificas, ou kZ/h2 , temos que usar as equagoes
(2) e (5) e expressar k em termos de h e p.
A equacao (2) fornece, pela substituicéo nela do valor de cot & contido em (5),

ﬁ=[—%(4ﬁiq/l6h—30p)
=%«/Z¢%1/16h—30p,

de onde obtemos, elevando ao quadrado,

13 3 3
=—h——pF—Jh16h=30pD) oo 6).
S 1gP g VAl p) (6)
0 sinal inferior corresponde ao angulo U e o superior ao angulo 7,, e, a fim de verificar os resultados de

Arquimedes, temos que mostrar simplesmente que os dois valores de k sao iguais a Q,0; e P,P,, respectivamente.
Agora, € facil ver que

h MD* _M.D?
Q1Q3=__ +2—3 ,
2 p p
12 MD'Z
PIP3=E—MD 42—
2 p D

Portanto, usando os valores de MD, MD’, M,D e M,D" determinados acima, temos

Q9; _Li(ﬁ_zj_ﬂé ﬁ[“_h_ﬁJ
pr | 2 515 2) 50 5ys5(15 2
13 3 3

= p—> px > [h(16h—30p),
25" 10 P a5 VI 2

que sdo os valores de k dados em (6) acima.]
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