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Traducao Uma tradugdo da demonstragao original
do teorema de Bertrand'

A translation of the original proof
of Bertrand's theorem
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RESUMO Apresenta-se aqui uma tradugdo da demonstracdo original de um teorema que se deve a J. Bertrand
e que diz respeito as leis de atragao que admitem odrbitas fechadas e limitadas para condigdes iniciais arbitrariamente
escolhidas.

Palavras-chave mecanica classica, forgas centrais, orbitas.

ABSTRACT A beautiful theorem due to J. L. F. Bertrand concerning the laws of attraction that admit bounded
closed orbits for arbitrarily chosen initial conditions is translated from French into Portuguese.

Key words classical mechanics, central forces, orbits.

Introducao

Em 1873, Joseph Bertrand publicou uma curta, porém importante, memaria na qual demonstrava a existéncia de
apenas dois campos centrais para 0s quais todas as ¢rbitas radialmente limitadas eram fechadas, a saber: a lei newto-
niana da gravitagao universal, que Bertrand designava como a lei da natureza, e o oscilador harménico isotrépico.?

Considerado uma crianga prodigio, Joseph Louis Frangois Bertrand nasceu em 11 de margo de 1822 e foi admitido
na Ecole Polytechnique aos 17 anos de idade. Fez uma brilhante carreira académica e tornou-se professor titular do
College de France em 1822, sucedendo a Jean Baptiste Biot como professor de fisica e matematica. Além de se dedi-
car a astronomia, Bertrand também trabalhou em teoria dos nimeros, geometria diferencial, teoria das probabilidades
e termodinamica. Ele escreveu varios livros sobre esses temas e, dentre eles, o livro Les fondateurs de I'astronomie
moderne. Copernic, Tycho Brahé, Kepler, Gallilée, Newton foi recentemente traduzido para o portugués.®
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0 teorema de Bertrand relativo as leis de atracao foi apresentado pela primeira vez nas Comptes Rendus das ses-
soes da Academia de Ciéncias dedicadas as memdrias e comunicagoes dos membros e correspondentes da academia.
Em razao dessa degenerescéncia adicional, ndo é de estranhar que as propriedades essenciais desses dois campos
centrais tivessem sido estudadas por Newton. Newton refere-se ao oscilador harmonico isotropico na proposicao X do
Livro |, e a lei do inverso do quadrado na proposicao XI.* Newton demonstra que ambos os campos déo origem a uma
orbita eliptica com a diferenca que, no primeiro caso, a forga aponta para o centro geométrico da elipse e, no segundo,
para um dos focos. O resultado de Bertrand, conhecido como teorema de Bertrand, continua a fascinar antigas e novas
geracdes de estudantes da mecanica newtoniana, e nao deve ser surpresa saber que novos trabalhos sobre o tema
continuam a aparecer na literatura. Como exemplo de demonstraces perturbativas, o leitor pode consultar Greenberg,
1966; Tikochinsky, 1988; Brown, 1978; Zarmi, 2002. Podemos também encontrar na literatura demonstragoes seme-
lhantes aquela do trabalho original de Bertrand, como Greenberg, 1966; Arnold, 1974; Goldstein & Poole & Safko, 2002.°
A demonstracao de Bertrand é ao mesmo tempo concisa, elegante e ndo-perturbativa, ao contrario do que poderiamos
ser levados a crer em razao do nimero de demonstragoes alternativas que apelam para técnicas perturbativas.

Recentemente, apresentamos um método para a determinagao do angulo apsidal a partir de um campo de forga
central arbitrario e mostramos sob quais condigées esse angulo independe da energia e do momento angular e leva
a orbitas fechadas.® Como consequéncia, reobtivemos o teorema de Bertrand. Dado o interesse e a relevancia desse
teorema, 0s autores concluiram ser pertinente a sua tradugao para a nossa lingua, na firme crenga de que € importante
para a nossa evolugao cultural e cientifica a disponibilidade de versées em lingua portuguesa de trabalhos e livros que
sao patrimonio da humanidade como um todo.

A sessao em que Bertrand apresentou sua memodria foi realizada na segunda-feira, 20 de outubro de 1873, sob
a presidéncia do sr. de Quatrefages. Na presente tradugéo, mantivemos a numeracao original das equagoes. O leitor
atento observara que a maior parte das equacoes nao esta numerada e que, entre a equagao (4) e a equacao (6), ha
vérias equacoes, nenhuma delas numerada. Procuramos manter também, na medida do possivel, a notacéo original.

Mecénica analitica — Teorema relativo ao movimento de um ponto
atraido para um centro fixo; pelo sr. J. Bertrand

As orbitas planetarias sdo curvas fechadas; esta é a causa principal da estabilidade do nosso sistema, e essa
circunstancia importante resulta da lei da atragao que, quaisquer que sejam as circunstancias iniciais, faz mover segundo
uma circunferéncia de uma elipse cada corpo celeste que nao € expulso de nosso sistema. Até agora nao foi notado
que a lei de atracao newtoniana € a Unica que preenche essa condigao.

Entre as leis de atragao que supdem a agao nula a uma distancia infinita, aquela da natureza é a Unica segundo
a qual um movel lancado arbitrariamente, com uma velocidade inferior a certo limite e atraido em direcéo a um centro
fixo descreve necessariamente em torno desse centro uma curva fechada. Todas as leis de atragao permitem orbitas
fechadas, mas a lei da natureza ¢ aquela que as impoe.

Demonstra-se esse teorema da seguinte maneira: seja ¢ (r) a atragao exercida a uma distancia r sobre a molécula’
considerada e dirigida em direcdo ao centro da atragao que tomaremos como origem das coordenadas. Denotando por
r e 0 as duas coordenadas polares do mével, temos, em virtude de uma férmula bem conhecida,

2( d?l\
o()=5| 1+
Plr dé’

1
g, fazendo - = 7 ,
r
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ro(r)=vy(z),

d’z
d&”

+z—%y/(z):0,

Multipliqguemos os dois membros por 2 dz e integremos. Fazendo

teremos

sendo 4 uma constante.

Disso deduz-se que dz

e oG-

kz

Se a curva representada pela equagao que relaciona z com 6 € fechada, o valor de z terd maximos e minimos
para 0s quais dz/d6 serd nula, e os raios vetores correspondentes, normais a trajetdria, serao para ela necessariamente
eixos de simetria. Ora, quando uma curva admite dois eixos de simetria, a condigao necessaria e suficiente para que
ela seja fechada é que o angulo entre eles seja comensuravel com 7. Portanto, se a e B representam um minimo de
z € 0 maximo que o sucede, a condicéo exigida é expressa pela equacao

dz

mzjj\/ KR

h+—d(z)-7°
+k“m() 9

onde m denota um nimero comensuravel. Essa equacgao deve ser valida quaisquer que sejam # e k e, conse-
quentemente, os limites o e B que deles dependem.

Tem-se
;‘r+%tb(0{)—0{2 =0,
1 .
h+-5@(B)-p*=0.
consequentemente

l B ﬁz _ az

¥ oB)-a(a)
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e a equacao (3) torna-se

d: o (B)- ()

— B .
B 'L \/azaﬁ(ﬁ] - B (a)+ (B - az) p(z)-2[@(B)-d(a)] (4)

Afuncao @(z) deve ser tal que essa equacao seja valida para todos os valores de o e 3. Além disso, o nimero
comensuravel m deve ser constante, porque, se ele variar de uma 6rbita para outra, uma variagao infinitamente pequena

Suponhamos que a e B difiram infinitesimalmente, ou seja,
B=a+u,

ficando z compreendido entre a e 3, podemos fazer
z=0otvy,

e y serd, como u, infinitesimalmente pequeno. Desprezando os infinitamente pequenos de segunda ordem,
teremos

Jo(B)-d(a) = Jud'(a).

Na expressao colocada sob o radical no denominador da integral (4), os infinitamente pequenos de primeira
ordem reduzem-se a zero, € 0 mesmo acontece com aqueles de segunda; sao os de terceira que € preciso manter e,
desprezando os infinitamente pequenos de quarta ordem, tem-se 95

d(B) - Bo(cr) + (B - o )d(z) - ' [@(B) - b (@) ] =
[ (@)~ 0@ (o) (' —ur’).

A equacéo (4) torna-se

S — A C—
« J@(@)-oa (@) fur -7

isto é, efetuando a integracéo e suprimindo os fatores comuns,

ou
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Deduz-se

., A
O)((I)=W,
2—];"[m: .
d(o)=2Z —+B,
2-—
m

A e B denotando constantes.

A partir das relagdes supostas entre as fungdes w , w e @ resulta

y
v(z)= P

p(z)= gr“""u.

Esta é a Unica lei de atracéo possivel, m aqui denotando um ndmero comensuravel qualquer; mas disto nao
resulta que ela preencha, qualquer que seja m, todas as condigdes do enunciado. De fato, deve-se ter para todos 0s

valores de o e de f3.°

g
mr= |
(4

1 1
dz‘jﬂ]f’m:—Z - a],u"rmz—l
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2_, 2_-)+ ﬁ-_a-\ z_q_z-|: 2_, :_,}
ﬁl}"m 2 a],ﬂ" 2 ( }ZU{ 2 ﬁl}" 2 a],ﬂ" 2 (6)

Suponhamos inicialmente 1/m? — 2 negativo; fagamos a=0, =1, a equacao torna-se

o J' de ) J" ZI/(Zm‘)—le
_{) 1 .,_U f_l,n"rm!,
1,!’1::1—2 -z 1 z

e a equacao (6) fornece

mm = m’T,

m=1.
A lei de atracéo correspondente é:
A
o(r)==.

Se supusermas 1/m? — 2 positivo, a equacao (6) para a=1, =0,
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Disto deduz-se que m=1/2, e a lei de atracao correspondente é
@ (r)=Ar.

Portanto, somente duas leis preenchem as condigdes exigidas: a da natureza, pela qual a ¢rbita fechada tem
apenas um eixo de simetria passando pelo centro da agao; e a da atragao proporcional a distancia, de acordo com a
qual existem dois.

Nosso ilustre correspondente, sr. Chebychev, a quem comuniquei a demonstragéo anterior, judiciosamente me
fez observar que o teorema, indtil hoje em dia para a teoria tao perfeita dos planetas, podera ser invocada de modo Util
para estender as estrelas duplas as leis da atragao newtoniana.
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No original francés, molécule. Bertrand refere-se a uma particula.

Mantivemos a numeracéo do original, no qual a numeracao das equagtes
salta de (4) para (6).
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