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RESUMO Este trabalho aborda um capitulo ndo publicado do livro As ideias fundamentais da matemadtica,
do matematico, engenheiro e astronomo brasileiro Manuel Amoroso Costa. O exame dos rascunhos de préprio
punho do livro, contidos no arquivo pessoal do autor, revelou a existéncia de um capitulo que Amoroso
Costa escreveu para o livro, mas que decidiu suprimir, que trata do conceito matematico de grandeza. O
conteldo desse capitulo é discutido neste artigo, que também apresenta transcri¢cGes de alguns fragmen-
tos da segunda versdo do texto inédito. A analise do capitulo revela forte influéncia do légico-matematico
Louis Couturat, cujas ideias sdo aqui expostas, além de sugerir que o processo de abandono do paradigma
da matemadtica como ciéncia da grandeza, na passagem do século XIX para o XX, pode ter repercutido no
processo de elaboragdo do livro.

Palavras-chave histéria da matematica no Brasil — textos historicos — manuscritos de cientistas —
axiomas de Burali-Forti — nimero.

ABSTRACT This work deals with an unpublished chapter of the book The fundamental ideas of mathema-
tics, by the Brazilian mathematician, engineer and astronomer Manuel Amoroso Costa. Examination of the
book’s own handwritten drafts, contained in the author’s personal archive, revealed the existence of a chapter
about the mathematical concept of quantity that Amoroso Costa wrote for the book but which he decided
to suppress. The content of that chapter is discussed in this paper, which also presents transcripts of some
fragments of the second version of the unpublished text. The analysis of the chapter reveals strong influence
of the logician and mathematician Louis Couturat, whose ideas are exposed here, in addition to suggesting
that the process of abandoning the paradigm of mathematics as a science of quantity at late 19th and early
20th century may have had repercussions on the process of preparing the book.

Keywords history of mathematics in Brazil — historical texts — manuscripts of scientists — Burali-Forti
axioms — number.
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Introducao’

Nas primeiras décadas do século passado, o engenheiro, matematico e astronomo Manuel
Amoroso Costa (1885-1928) engajou-se, junto a outros académicos brasileiros, em diversas
ac¢oes de divulgacao cientifica voltadas para a populagdo ilustrada do Rio de Janeiro (Massarani,
1998). Entre essas iniciativas, destaca-se uma série de artigos expositivos sobre ciéncia e filosofia
gue escreveu para jornais da entdo capital federal, alguns cursos que ministrou por meio da
Associacdo Brasileira de Educacao (ABE) e dois livros: Introducdo a teoria da relatividade e As
ideias fundamentais da matemadtica.?

As atividades de Amoroso Costa em prol da ciéncia brasileira foram abruptamente inter-
rompidas por um desastre aéreo que lhe ceifou a vida.? Felizmente, manuscritos e documentos
seus foram guardados pela familia, que posteriormente os doou ao Museu de Astronomia e
Ciéncias Afins (Mast). Tal acervo, constituido por materiais diversos (iconograficos, cartograficos
e textuais), foi integralmente digitalizado e esta inserido na base digital de dados do Arquivo
de Histoéria da Ciéncia do museu (Zenith).4

Entre os documentos que compdem o arquivo, encontram-se manuscritos de préprio
punho da obra As ideias fundamentais da matematica, que foi publicada no ano seguinte ao
do falecimento de seu autor. Ha dois manuscritos do livro, nenhum deles idéntico a publicagao.
Aquele que esta mais proximo do livro publicado compde o dossié AC.T.3.033,° enquanto o
rascunho mais antigo, o dossié AC.T.3.031.

O exame desse material revelou a existéncia de um capitulo, presente em ambos os esbo-
cos do livro (Figura 1), que ndo aparece na publicacdo. O conteddo e a subdivisdo do texto
sao 0s mesmos nos dois rascunhos, mas ha diferencas na redagéo e no posicionamento desse
capitulo em relagdo aos demais. O titulo do texto que terminou suprimido era “As nocdes de
grandeza e de medida”.

1 O presente trabalho é um produto da pesquisa de pos-doutoramento do autor, realizada junto ao Grupo de
Pesquisa em Historia da Matematica (GPHM), da Universidade Estadual Paulista (Unesp) campus Rio Claro, sob
a supervisao do professor doutor Sergio Roberto Nobre, que sugeriu ao autor o tema aqui abordado. Para
realizacdo da pesquisa, o autor foi contemplado com Afastamento Remunerado Docente do Instituto Federal
de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia de Sao Paulo (IFSP).

2 O primeiro desses livros, publicado em 1922 pela Livraria Cientifica Brasileira, & considerado um dos primeiros
textos sobre a teoria da relatividade no mundo (Eisenstaedt e Fabris, 2004). A obra foi reeditada em 1995 pela
Editora da UFRJ, e nessa reedicdo ha, no apéndice da apresentacdo do livro, a relagdo completa das obras
impressas (livros e artigos) e das conferéncias de Amoroso Costa €, anexos, dois artigos sobre a relatividade
que ele publicou originalmente em O Jornal. O segundo livro, que é o objeto do presente trabalho, foi publi-
cado pela primeira vez em 1929, sob o titulo As idéas fundamentaes da mathematica. Em 1971, uma segunda
edicao, intitulada As idéias fundamentais da matemadtica e outros ensaios, apareceu pela Editorial Grijalbo em
parceria com a Editora da Universidade de Sao Paulo. Essa reedi¢do contém, além do conteldo da edicdo de
1929, uma introducdo —composta por trés textos: uma pequena biografia de Amoroso Costa escrita por Arthur
Gerhardt Santos (1928-), a transcricdo de um discurso de Lélio Gama (1892-1981) em sua homenagem e um
artigo de Antonio Paim (1927-2021) que inclui relagdo das obras de Amoroso Costa — e algumas das confe-
réncias, artigos e ensaios produzidos pelo autor. Uma terceira edicdo, com o mesmo contelddo da anterior, foi
publicada em 1981 pelas editoras Convivio/Edusp.

3 InUmeros textos e trabalhos académicos contendo informacgdes a respeito da vida e obra matematica de
Amoroso Costa foram produzidos desde a sua morte, alguns deles disponiveis nas reedi¢cdes dos livros acima.
Uma das exposi¢des mais recentes com esse viés pode ser encontrada em Silva (2022, p. 53-62).

4 Condigdo que permitiu ao autor deste trabalho consulta-lo remotamente em http://zenith.mast.br.

5 No inventério sumario do arquivo, esse dossié é descrito como “Manuscritos do trabalho Sobre a concep¢éo
da matemadtica pura”.
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Figura 1: Primeiras folhas das duas versdes do capitulo ndo publicado (mais antiga a esquerda), que estdo entre
os rascunhos do livro (dossiés AC.T.3.031 e AC.T.3.033, respectivamente).

Fonte: Costa ([s.d.-a], p. 231; [s.d.-b], p. 302).

Quando o livro de Amoroso Costa foi publicado, a nogdo de grandeza néo era considerada
um conceito fundamental pelos matematicos. Até o século XIX, a matematica ainda era vista,
por muitos, como a ciéncia da grandeza (Epple, 2003), mas esse cenario comegou a mudar
quando os matematicos — ou, pelo menos, parcela significativa da comunidade matematica —
passaram a considerar a nogao tradicional de grandeza imprecisa e, portanto, insuficiente para
fornecer uma fundamentacao adequada aos conceitos da analise matematica (Ehrlich, 1994).
Avancos na dire¢do de uma definicao rigorosa para as no¢des de niumero e continuidade sem
referéncia aquela nogdo contribuiram fortemente para esse sentimento e, paulatinamente, na
passagem do século XIX para o XX, o paradigma da matematica como ciéncia da grandeza foi
sendo abandonado. Essa transformacgdo certamente ecoou na forma como Amoroso Costa, na
década de 1920, via a estrutura do edificio da matematica, podendo ser uma das razdes para
sua decisdo de nao incluir no livro um capitulo que ja havia terminado sobre o tema, embora,
em face das evidéncias disponiveis, isso ndo possa ser corroborado.

O texto de Amoroso Costa sera abordado a seguir, mas primeiro sera util conhecer as
circunstancias de producao do livro, de cuja histéria participa a do capitulo ndo publicado.
Para a (re)construcao dessa historia, serdo considerados tanto documentos do arquivo do Mast
(oriundos da base de dados Zenith) como jornais da época obtidos via Hemeroteca Digital da
Biblioteca Nacional. Os aspectos histérico-matematicos atinentes a segunda parte serdo discu-
tidos a luz de trabalhos produzidos pelos autores citados por Amoroso Costa em seus escritos.

Antes de prosseguirmos, é preciso estabelecer algumas convencdes. Conforme mencionado
acima, ha dois esbocgos do livro; o mais antigo deles sera doravante designado pela sigla RASC1
e o outro, por RASC2. Os fragmentos cujas transcricdes sdo aqui reproduzidas foram extraidos
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todos do segundo e atualizados conforme as normas do portugués atual. As folhas digitalizadas
do RASC2, assim como do RASC1, compdem um Unico arquivo digital, portanto, para que o
leitor interessado possa cotejar as transcri¢Oes feitas para este trabalho com a digitalizagdo dos
originais, nas citacdes diretas de trechos desses manuscritos serdao especificadas as paginas em
que esses trechos sao encontrados no documento digital.

Ao final deste trabalho é apresentada uma transcricdo integral e editada do manuscrito
da segunda versao do capitulo nao publicado de Amoroso Costa, manuscrito esse que esta
contido no RASC2.

Um curso e um livro sobre a concep¢ao atual
da matemadatica pura

No triénio 1926-1928, Amoroso Costa ministrou trés cursos sob os auspicios da ABE. "As
ideias fundamentais da matematica” foi o primeiro deles,® realizado, em dez licbes, no periodo
de 3 de junho a 15 de julho de 1926.7

Na primeira licao, Amoroso Costa leu uma introducao, publicada na edi¢do do dia seguinte
de O Jornal, na qual apresentou os objetivos e o plano de estudos do curso. Essa introducao
foi adaptada para o livro homonimo, aparecendo no RASC2 (para o RASC1, ele ndo elaborara
uma introducao).

O objetivo do curso, Amoroso Costa teria exposto em sua leitura (Cursos..., 1926, p. 5), era
"a concepgao atual” da matematica pura, que resultara “de um longo e profundo trabalho de
critica das nogdes que constituem a estrutura da aritmética, da analise e da geometria, trabalho
sobretudo realizado nos ultimos cinquenta anos”. Provavelmente em virtude do carater pouco
modesto de tal propdsito, na apresentagdo do plano de estudos ele fez questdo de assinalar
a natureza necessariamente incompleta do programa proposto, que nao tinha pretensao de
“resumir em algumas licGes a prodigiosa massa de resultados que constituem a matematica
moderna, sendo apenas mostrar de que modo se apresentam hoje ao gedOmetra as ideias sobre
as quais se fundam essa ciéncia” (Cursos..., 1926, p. 5).

Com pequenas mudancas na redacao, o que é dito na introducao, publicada em O Jornal
a respeito do curso, esta no livro. Uma breve passagem, porém, foi omitida, na qual Amoroso
Costa explica que o conteldo estava dividido em duas partes. Na primeira delas, ele trataria
"das questdes de metodologia, da ‘forma’ da ciéncia; na segunda parte, das ideias propriamente
matematicas, que sado a sua ‘matéria” (Cursos..., 1926, p. 5). A utilizacdo de uma terminologia
de cunho metafisico nesse fragmento é um reflexo do interesse que Amoroso Costa nutria
pela filosofia da matematica. Esse tema, assim como o da historia da ciéncia, esta presente em
artigos que publicara e em conferéncias que realizara previamente,® tendo ele sido convidado

6 Os outros dois foram, respectivamente, "As geometrias ndo euclidianas”, em seis licdes, nos meses de julho e
agosto de 1927, e "As geometrias ndo arquimedianas”, em quatro licdes, nos meses de agosto e setembro de
1928.

Informacdes depreendidas de jornais da época, consultados via Hemeroteca Digital da Biblioteca Nacional.

Séo eles: "Conferéncia sobre Otto de Alencar” (1918), proferida na Escola Politécnica e depois transcrita na
Revista Diddtica da Escola; "A evidéncia em matematica” (1919), na Revista Diddtica da Escola Politécnica; “A
filosofia matematica de Poincaré” (1920), conferéncia lida na Sociedade Brasileira de Ciéncias e publicada
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pela Faculdade de Filosofia e Letras do Instituto Historico e Geogréafico Brasileiro a assumir a
cadeira de Histdria e Filosofia da Matematica do curso de Ciéncias Matematicas daquela insti-
tuicdo.® Apesar da alteracgao, a divisao, na pratica, permaneceu no livro, cujos assuntos em varios
momentos sao expostos com o concurso de elementos da historia e da filosofia da matematica,
especialmente na primeira parte (capitulos | a V).

O curso de Amoroso Costa, assim como outros do mesmo género organizados pela ABE
naquele ano,™ ocorreu na Escola Politécnica. Conforme noticiado pelos jornais da época, qualquer
pessoa poderia frequenta-lo;'" o publico, porém, parece ter sido constituido majoritariamente
por estudantes.' Entre os ouvintes, em alguns momentos, esteve presente um ilustre ex-aluno
da Escola (e de Amoroso Costa): Theodoro Ramos.' Este registrou o seguinte a respeito das
conferéncias do antigo mestre:

Tive a satisfacdo de assistir a algumas dessas prelecbes onde as noc¢des basicas da
Matematica moderna eram expostas com método e clareza. A feicdo de que se revestiam as
conferéncias ndo permitia que nelas fossem abordados detalhes referentes a demonstragdes
de certas proposi¢des enunciadas, mas todos os pontos essenciais da teoria eram postos
em evidéncia precisamente e com muita elevagdo (Ramos, 1933, p. 22).

Tratava-se, portanto, de um curso concebido para um publico ndo necessariamente versado
em matematica (embora suficientemente instruido), caracteristica advinda da experiéncia prévia
de Amoroso Costa com a divulgacdo cientifica. Além dos artigos sobre temas diversos que
produzira para a midia ndo especializada, quatro anos antes ele proferira, também na Escola
Politécnica, uma série de conferéncias sobre a teoria da relatividade.™ Tais conferéncias, teria
explicado a Teodoro Ramos em uma carta, eram destinadas “ao publico que sabe o que é uma
equacao, evitando, porém, desenvolvimentos de célculo e insistindo apenas sobre as defini¢des
e os resultados” (Ramos, 1933, p. 21).

na revista dessa sociedade; "Teoria da relatividade: esboco histérico” (1922), conferéncia realizada na Escola
Politécnica e publicada na Revista Brasileira de Engenharia; "O problema da ciéncia” (1922), "Pascal gedmetra”
(1923) e "As duas imensidades” (1923), em O Jornal; "Kant e as ciéncias exatas” (1924), conferéncia realizada
na festa comemorativa do bicentenario do filésofo aleméo.

9 O convite, de 22 de marco de 1919, é um dos documentos que compdem o dossié AC.T.2.002, mas nédo se
sabe se Amoroso Costa de fato assumiu a cadeira para a qual foi convidado.

10  Os cursos “A estrutura geopolitica do Brasil”, de Everardo Backheuser, “Antropologia”, de Roquette-Pinto, “A
constituicdo geoldgica do Brasil”, de Euzebio de Oliveira, “Estudo tedrico e pratico das bombas centrifugas”,
de Mauricio Joppert, foram anunciados por jornais diversos, juntamente com o de Amoroso Costa, como
“cursos de alta cultura e de especializagdo”.

11 Entre eles o Correio da Manhd, em sua edicdo de 25 de maio de 1926, p. 2, e O Jornal, edi¢cdo de 4 de junho
de 1926, p. 5.

12 Uma nota sobre o curso na edi¢do de 13 de junho de 1926 de O Jornal, p. 2, sugere isso.

13 Theodoro Augusto Ramos (1895-1935), engenheiro civil (1916) e doutor em Ciéncias Fisicas e Matematicas
(1918) pela Escola Politécnica do Rio de Janeiro, entdo professor da Escola Politécnica de Sdo Paulo, seria o

responsavel pela contratacdo, na Europa, do corpo docente estrangeiro da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e
Letras, quando da criagdo da Universidade de Sdo Paulo, em 1934.

14 Dessa vez, sem relagdo com a ABE, que sé foi fundada em 1924. O tema da relatividade foi objeto de uma série
de artigos que Amoroso Costa publicou em O Jornal: “A teoria de Einstein”, em 1919; “A margem da teoria de
Einstein” (em duas partes) e “Bergson e a relatividade”, ambos em 1922.
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O livro As ideias fundamentais da matemadtica, apareceu dois anos e meio depois do curso
homonimo. Porém, diferente do que sugere Castro (1999), o primeiro dificilmente tera sido uma
consequéncia do segundo. A grande diversidade de temas abrangidos pela obra constitui por si
s6 um indicativo da envergadura da tarefa realizada, mas a isso ainda se acrescenta a longa lista
de trabalhos de autores estrangeiros contida no RASC1,'> que foram consultados por Amoroso
Costa em sua pesquisa para o livro. E mais provavel, portanto, que o trabalho de elaboracdo da
primeira versao do livro — ou pelo menos de uma parte substancial dele — tenha sido realizado
em um momento em que ele pdde dedicar-se integralmente a tarefa, antes do curso.

Uma aposta razoavel é que boa parte do trabalho de pesquisa/escrita tenha ocorrido no
periodo que vai do segundo semestre de 1924 ao primeiro bimestre de 1926, quando Amoroso
Costa esteve na Europa, realizando estudos de seu interesse. Foi a segunda licenca que obteve
do posto de professor na Escola Politécnica para esse fim, mas diferente do primeiro periodo
de afastamento — que foi de 1920 a 1921 ou 1922 e cujas notas dos cursos a que assistiu na
Faculdade de Letras de Paris estdo em seu arquivo pessoal'® —, ndo ha nenhum registro das
atividades realizadas na segunda vez. Ha apenas dois documentos disponiveis relacionados
a esse afastamento no arquivo do Mast, ambos contidos no dossié AC.T.2.001. Um deles é
o requerimento dirigido a Congregacao da Escola Politécnica, de 28 de julho de 1924, para
licenca de um ano sem vencimentos, cujo deferimento data de 28 de agosto. O outro é uma
nomeacao do diretor da Escola Politécnica, de 15 de agosto de 1925, para que procedesse, na
Europa, “estudos de aperfeicoamento do ensino de sua cadeira” e a elabora¢do de um projeto
para o novo observatorio da Escola que seria construido no morro do Valongo — sugerindo,
assim, que o fim de seu afastamento fora prorrogado. Nao se sabe qual o tema dos estudos a
que o brasileiro estaria se dedicando na ocasido.

Amoroso Costa retornou ao pais na primeira semana de margo de 1926, trés meses antes,
portanto, do inicio do curso da ABE. Se ndo o trabalho todo, uma parte consideravel dele deve,
assim, ter sido realizado no periodo em que esteve licenciado do cargo na Escola Politécnica.
Soma-se aos indicios acima uma anotacdo, no verso de uma folha do RASC1, sobre cotas de
alguns periddicos na biblioteca da Sorbonne (Figura 2), quica para empréstimos.

15  Essa lista esta nas quatro primeiras folhas do manuscrito, mas nem todas as referéncias listadas foram con-
sultadas. Segundo uma codificagdo empregada por Amoroso Costa, os titulos dos trabalhos vistos por ele
recebiam o sinal "v", mas algumas referéncias da lista ndo foram assinaladas.

16 Esses cursos foram: “Introducéo a filosofia das ciéncias”, de Abel Rey, “Teoria do conhecimento”, de Léon
Brunschvicg, e "Teoria do movimento da Lua”, ministrado por Marie Henri Andoyer. Eles foram frequentados
por Amoroso Costa de novembro de 1920 a junho de 1921, mas o periodo de seu afastamento certamente foi
maior. Sabe-se (por meio de notas em jornais) que ele partiu para o exterior em maio de 1920, possivelmente
tendo participado do Congresso Internacional de Matematicos em Estrasburgo no més de setembro (Villat,
1921), porém o momento em que regressou é desconhecido.

17 A edicdo de 6 de margo de 1926 da Revista da Semana noticia o entdo regresso da “familia Amoroso Costa”
da Europa.
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O momento em que o RASC2 foi produzido é outra
questdo. Os titulos dos capitulos nesse manuscrito estdo mais
proximos do programa divulgado pela ABE (Figura 3) do que
os do RASC1 - incluindo a ordem em que o tema grandeza e
medida seria abordado — mas isso nao significa que as altera-
¢Oes feitas na segunda versdo tenham sido feitas para o curso;
elas podem ter sido realizadas a partir dele.

a mugers;‘_ Igebe

O livro comecou a ser anunciado bem antes de sua publi-
cagao, menos de um ano depois do término do curso, conforme
0- & atestam pecas de propaganda veiculadas por jornais do periodo
: —m“:g{m; m:n? (Figura 4). Um exame geral dos manuscritos sugere que as
Etphmd*'w alterac6es do RASC2 para o livro publicado ndo foram tantas
Figura 3: Programa do curso quanto as que foram empreendidas entre um rascunho e outro,
publicado no Correio da Manha. porém a remocdo de um capitulo € uma mudanca importante.

Fonte: Associac¢do... (1926, p. 2).

Figura 4: O anuncio da colecdo
Biblioteca Cientifica Brasileira, na
edicdo de maio de 1927 do jornal
O Malho, ja faz publicidade do
livro de Amoroso Costa, entdo no
prelo.

Fonte: Bibliotheca... (1927, p. 12).

Como o capitulo em questdo esta presente no RASC1 e no RASC2, ou foi retirado na versao
enviada para a editora' ou no prelo, e é possivel que o curso realizado por Amoroso Costa em
1926 tenha contribuido para sua percepg¢ado de que o tema “grandeza e medida”, nele abordado,
poderia ser suprimido sem prejuizo didatico.

18  Se esse manuscrito existiu (um terceiro rascunho), ele se perdeu.
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A nocdo de grandeza, ndo mais uma ideia fundamental
da matematica

No RASC1, o capitulo removido esta entre os capitulos “As no¢Ges de grupo e de invariante”
(que no livro publicado é o capitulo “XV — A nogdo de grupo”) e “Os principios da geometria eucli-
diana”; no RASC2, é o penultimo capitulo, depois de “A no¢do de dimensionalidade” (Quadro 1), se-
guindo a mesma ordem em que o tema foi abordado no curso da ABE (Figura 3). O assunto do texto
foi sendo, desse modo, postergado entre uma versao e outra até, finalmente, o autor dar-se conta de
que o livro poderia prescindir dele.’

Quadro 1: Comparagao entre os titulos dos capitulos finais dos rascunhos e livro*

RASC1 RASC2 Livro

A nocdo de grupo e a teoria formal

As nocdes de grupo e de invariante XV — A nocdo de grupo

do nimero
As nocoes de grandeza e de medida
Os principios da geometria Os principios da geometria XVI - Os principios da geometria
euclidiana euclidiana euclidiana
As geometrias ndo euclidianas As geometrias ndo euclidianas XVII — Geometrias ndo euclidianas e
Outras geometrias Outras geometrias** nado arquimedianas
A nocao de dimensionalidade A nocdo de dimensionalidade XVIII = A nocdo de dimensionalidade

As no¢bes de grandeza e de medida

XIX — Matematica pura e matematica

A matematica e as ciéncias fisicas .
aplicada

* , . ~ . , s .
Embora os capitulos sejam numerados na versdo dois, os nUmeros foram rasurados (alguns, varias vezes).
** No livro, esse capitulo foi incorporado ao anterior. Fonte: Elaborado pelo autor.

As subdivisdes do capitulo, em nimero de quatro, sdo as mesmas nos dois rascunhos, as
secOes figurando com os mesmos titulos: i) “A nocao de grandeza”, ii) “As grandezas extensivas”,
iii) “A nocdo de medida” e iv) "Extensdo da nocdo de medida”.

O primeiro rascunho do capitulo, assim como os outros capitulos do livro manuscrito,
contém citagdes, ndo traduzidas, dos autores consultados ao longo da escrita inicial, e removidas
na versao seguinte. Por isso, a consulta ao RASC1 permitiu conhecer em quais autores Amoroso
Costa apoiou-se na elaboragao de seu texto.

A referéncia predominante em “As nocdes de grandeza e de medida” é o l6gico e mate-
matico Louis Couturat (1868-1914). Duas obras dele sdo citadas no RASC1, a saber, De l'infini
mathématique (1896) e Les principes des mathématiques (1905), principalmente a Ultima. O fran-
cés defende pontos de vista opostos nesses livros, embora esse contraste ndo seja mencionado
por Amoroso Costa.

19 O texto ndo foi, porém, totalmente descartado. A Ultima secdo, que é independente das demais, foi inteira-
mente reproduzida no livro, no capitulo “XI — As nogdes de variavel e de limite”, sendo-lhe dada uma redacao
muito proxima da do RASC2, conforme pode ser conferido na transcricdo apresentada ao final deste artigo.
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A influéncia de Couturat, parte 1: o niimero prescinde da grandeza

A época em que publicou De linfini mathématique, Couturat acreditava que as nocdes da
analise matematica se apoiariam no conceito de grandeza e ndo no de numero como defendiam
os adeptos da “aritmetizacdo da analise”.? Uma das razdes para essa crencga era a suspeita de que
a nogdo de continuidade seria um atributo inseparavel da de grandeza e, portanto, irredutivel a
outras nogdes. Assim, o conceito de niumero real sé poderia adquirir significado enquanto fosse
aplicavel a grandeza, que deveria ser fundamento da analise matematica (Couturat, 1973). Seu
posicionamento modificou-se gracas aos trabalhos de Cantor, que mostraram como a conti-
nuidade poderia ser estabelecida em termos ordinais.?’ Poucos anos depois da publicacdo do
livro, em um artigo publicado na Revue de Métaphysique et de Morale, Couturat (1900, p. 157)
revela sua perplexidade diante de resultados que iam de encontro ao que defendera: “o que é
ainda mais curioso e mais paradoxal € que a ideia de continuidade, que parece ser um atributo
essencial da grandeza, pode ser definida por meio, unicamente, da ideia de ordem”.2?

A conexao entre as ideias de ordem e continuidade nao foi esquecida por Amoroso Costa
no proprio livro. Na Ultima secdo do capitulo “IX — As nogdes de ordem e continuidade”, apos
apresentar os elementos essenciais dos entdo recentes desenvolvimentos associados a essas
nocdes, ele chama atengdo para o fato de que, antes dos trabalhos de Dedekind e de Cantor,
"a ideia de continuidade se apoiava mais ou menos explicitamente sobre a de grandeza”, dife-
rente da entdo nova teoria do continuum, que: “fundada sobre a nocao de ordem, representa
um imenso progresso sobre aquelas em que predomina a intuicdo geométrica, e com toda a
razao B. Russell a considera como uma das realizagdes mais notaveis da matematica moderna”
(Costa, 1929, p. 119).

Na passagem acima, o eco do entusiasmo de Bertrand Russell (1872-1970) em relacao aos
avancos obtidos no estudo do conceito matematico de continuidade — presente, alias, desde

20 A expressdo "aritmetizacdo da analise” refere-se a vertente, vitoriosa na disputa com outras, em que se de-
fendia fundar a analise matematica unicamente nos conceitos da aritmética, tornando aquela independente
da nocdo de grandeza (Hobson, 1921). Karl Weierstrass (1815-1897), Richard Dedekind (1831-1916) e Georg
Cantor (1845-1918) estdo entre os matematicos representativos dessa corrente, na qual os conceitos de nu-
mero inteiro, nUmero racional e nimero real sdo definidos e dependem, em Ultima anélise, do conceito de
numero natural.

21  Esse resultado foi apresentado por Cantor no primeiro de dois artigos publicados em 1895 e 1897, nos
Mathematische Annalen (Anais de Matemaética), ambos sob o titulo Beitrdge zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre (Contribuicao para os fundamentos da teoria dos conjuntos transfinitos), sendo traduzidos para
o francés, em 1899, por Francisque Marotte (1873-1945). Cantor apresentara uma definicdo de continuidade
anteriormente, em 1883, no quinto artigo da série Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten (Sobre
variedades pontuais lineares infinitas), também publicada nos Mathematische Annalen, mas essa definicdo,
apelidada de "métrica” por Couturat, ndo era exclusivamente ordinal.

22 Cantor fezisso concebendo a ideia de continuidade em termos da de “tipo ordinal” de um conjunto ordenado.
Ele notou que os conjuntos ordenados que sdo similares — e que tém, portanto, o mesmo tipo ordinal — pos-
suem as mesmas propriedades com respeito as relagdes de ordem sobre eles definidas, assim essas proprie-
dades também podem ser atribuidas ao tipo ordinal desses conjuntos. Entdo ele definiu a continuidade como
sendo a propriedade do tipo ordinal dos conjuntos “continuos”, isto é, dos conjuntos linearmente ordenados
tais que: é perfeito (denso em si mesmo e fechado) e contém um subconjunto enumeravel linearmente
ordenado com o atributo de que entre quaisquer dois elementos de ha sempre um elemento de (Cantor,
1955). Todas as propriedades que entram nessa definigdo (linearidade, densidade de um conjunto em si mes-
mo, fechamento etc.), segundo o sentido que Cantor atribui a elas, sdo ordinais, isto é, sdo estabelecidas na
“linguagem” das relacoes de ordem.
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o inicio do processo de elaboragdo do livro de Amoroso Costa (esse trecho estd no RASCT) —,
também se manifesta em Les principes des mathématiques —a comecar pelo titulo, que coincide,
em francés, com o do livro que Russell publicou em 1903.

No prefacio, Couturat (1980, p. v) alerta que seu trabalho ndo reivindica originalidade; que
embora pretendesse incialmente fazer uma revisdo da obra The principles of mathematics, de
Russell, fora impelido a apresentar suas proprias analises “da maior parte dos trabalhos dos
matematicos contemporaneos sobre as mesmas questdes”. Seu posicionamento a respeito do
papel do conceito de grandeza nos fundamentos da matematica € particularmente instrutivo,
incorporando e ampliando, assim, a discussao do artigo que publicara cinco anos antes:

A concepcao tradicional da matematica, que prevaleceu até meados do século XIX, fez da
grandeza o objeto essencial dessa ciéncia; o proprio nimero era considerado um tipo de
grandeza, grandeza discreta, em oposicdo a grandeza continua. Desde entdo, tornou-se
um dogma universalmente aceito que a matematica pura repousa inteira e exclusivamente
na ideia de nUmero, e até mesmo na de nimero inteiro. Agora vimos [...] que os nimeros
como objetos da matematica pura podem ser reduzidos as suas propriedades ordinais,® e
que o préprio continuum, que parecia ser o atributo caracteristico da grandeza, pode ser
definido de um modo puramente ordinal (Couturat, 1980, p. 98).

E visivel a semelhanca do inicio desse discurso com o primeiro paragrafo do capitulo que
Amoroso Costa suprimiu:

§ — A noc@o de grandeza — Na sua origem e em grande parte do seu desenvolvimento
histérico e das suas aplicacdes, a Matematica pode ser chamada a ciéncia das grandezas.

Ainda hoje, ndo falta quem a defina desse modo. E, no entanto, o conceito de ciéncia
matematica pura tende a se tornar cada vez mais independente da nocdo de grandeza. Na
nossa exposic@o dos principios da matemdtica, essa no¢do néo interveio até aqui de forma
alguma®* (Costa, [s.d.-b], p. 302; destaques no original).

De fato, como é dito ao final desse fragmento, em nenhum dos capitulos anteriores,
mesmo no RASC1, o conceito de grandeza ocupa uma posicao de centralidade nas discus-
soes. A primeira referéncia a esse conceito aparece na introducéo (tanto do curso como do
RASC2), em que, Amoroso Costa, apds enfatizar a posigdo privilegiada ocupada pelo nimero
entre as ideias matematicas, sublinha que, embora as extensdes sucessivas da ideia de nimero
tenham inicialmente servido ao propdsito de simbolizar grandezas cada vez mais complexas,
certas generalizacdes do numero surgiram da necessidade de se atribuir sentido a operacdes
entdo impossiveis nas classes de nimeros ja constituidas. A interpretagcao das novas classes

23 Couturat refere-se a definicdo de nimero real proposta por Russell que identifica esse nUmero com a classe
inferior de um corte de Dedekind, que Russell (2010), baseando-se nos trabalhos do italiano Giuseppe Peano
(1858-1932), denomina “segmento”. Os segmentos sdo classes de nUmeros racionais definidas em termos da
relagdo de ordem usual entre esses niUmeros e entre as quais sdo definidas opera¢des de adicdo e multipli-
cagdo que possuem as mesmas propriedades que as operacdes de mesmo nome sobre os racionais. A classe
dos nimeros reais é entdo identificada com a classe dos segmentos de racionais, sendo que esses segmentos
sdo definidos de maneira puramente ordinal.

24 O ultimo trecho destacado nessa citagdo encontra-se riscado no manuscrito, o que indica que Amoroso Costa
pretendia suprimi-lo caso o capitulo fosse publicado.
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de niumeros em termos de grandeza (interpretagcdo concreta) surgiu somente mais tarde. Essa
questao € retomada, repetindo algumas palavras da introdugéo, no manuscrito do capitulo “VI
— A evolucéo histérica da nogdo de nimero”, que comeca da seguinte forma:

Historicamente, como logicamente, o nUmero é a nocdo central da Matematica. As extensdes
sucessivas dessa nocao tiveram por fim criar simbolos capazes de representar grandezas cada
vez mais complexas. De proximo em préximo, o niUmero se torna divisivel, continuo, orien-
tado, dirigido, ele adquirindo a cada fase nova um dos caracteres especificos da grandeza
e penetrando mais intimamente a sua natureza. Essa longa evolugdo conduz, porém, a um
periodo de liberdade criadora, em que a nocdo de nimero se desprende da de grandeza
e a generalizacdo se torna cada vez mais abstrata (Costa, [s.d.-b], p. 87).

A passagem acima nao esta no RASC1, o que significa que nao foi concebida na fase inicial do
trabalho de escrita. Amoroso Costa preferiu deixa-la fora do livro. Alguns pontos desse discurso
sao retomados ao longo do mesmo capitulo (no RASC2 e no livro), assim, talvez ele tenha julgado
que seria repetitivo manté-lo. Ao final do capitulo, ele retorna a questdo, concluindo que embora
a grandeza tenha tido, historicamente, um papel legitimador em relacdo ao nUmero — como
qguando conferiu-se significado aos nimeros negativos por meio das grandezas que tém dois
sentidos opostos e aos nimeros complexos mediante grandezas vetoriais —, isso ndo significa
que, logicamente, a nogdo de nimero seja posterior a de grandeza.

No primeiro paragrafo do manuscrito do capitulo "VII - A generalizagdo algébrica da nocao
de nimero”,* Amoroso Costa acrescenta: “vamos mostrar como as extensdes sucessivas da
nocao de nimero se podem construir sobre as no¢des de nUmero natural e de operagdo sobre
numeros naturais, sem apelo a ideia de grandeza” (Costa, [s.d.-b], p. 111), que foi mantido no
livro, com uma sutil mudanca na redacdo.?® No RASC1, esse fragmento esta presente, mas com
a expressao “numero inteiro” no lugar de “ndmero natural”, e ndo ha mencdo a auséncia de
apelo a grandeza, sugerindo ser algo que sentiu necessidade de ressaltar posteriormente.

Retornando ao capitulo “As nocdes de grandeza e de medida”, a defesa da ndo essen-
cialidade do conceito de grandeza na matematica prossegue ao longo da primeira se¢ao. O
argumento exposto no inicio do capitulo VI, de que, historicamente, as sucessivas extensdes do
numero continham as propriedades das grandezas das quais foram abstraidas até, finalmente,
o numero se desprender da grandeza, é repetido no segundo paragrafo:

Vimos, é certo, que a ideia de numero se modelou a principio sobre as grandezas que
aparecem no campo da nossa experiéncia: grandezas discretas, representadas pelos nime-
ros inteiros; grandezas divisiveis, que deram origem aos nimeros fracionarios; grandezas
relativas, grandezas continuas, das quais procederam os niumeros qualificados e os nime-
ros irracionais. [...] Mas as generaliza¢des superiores do niUmero nem sempre nasceram
da consideracdo das grandezas a que se aplicam, e, pelo contrario, precederam por vezes
qualquer aplicacdo (Costa, [s.d.-b], p. 302-303).

25  No livro publicado, capitulo VIII.

26 "As extensdes sucessivas do nimero podem ser construidas sobre as nogdes de nimero natural e de opera-
¢do, sem apelo a de grandeza” (Costa, 1929, p. 91).
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Amoroso Costa assinala em seguida: "O numero é a forma, a grandeza é a substancia.
De posse da nocao indefinidamente generalizavel de nimero, a matematica pura prescinde
da nocao de grandeza” (Costa, [s.d.-b], p. 303), e mais adiante afirma: “A matematica pura, tal
como nds a concebemos hoje, ignora a nogao de grandeza”.

Surpreende que, diante de defesa tdo contundente, o assunto da proxima sec¢do seja
justamente uma teoria axiomatica da grandeza. Afinal, por que abordar uma teoria sobre um
conceito que, segundo ele, a matematica pura dispensava?

A influéncia de Couturat, parte 2: os postulados de Burali-Forti

A segunda secao do capitulo constitui um resumo de ideias desenvolvidas pelo mate-
matico Cesare Burali-Forti (1861-1931), no artigo Sulla teoria generale delle grandezze e dei
numeri (1904), que sdo problematizadas por Couturat em Les principes.?” Naquele trabalho, é
abordado o conceito de classe de grandezas (continuas), dominio sobre o qual esta definida
uma operagao que satisfaz oito postulados. Membro da “escola de Peano”,? Burali-Forti apre-
senta seus resultados segundo a notagdo simbolica desenvolvida pelo grupo italiano. Por isso,
o conteudo de seu artigo precisou ser destrinchado pelo francés que, provavelmente, para
tornar sua propria discussao mais acessivel, comenta cada um dos axiomas — que também sé@o
apresentados seguindo uma orientacao formalista.

Dando continuidade a tendéncia de empregar o minimo de simbolismos em um livro que
também pretendia ser Util ao ndo especialista, Amoroso Costa preferiu evitar esse tipo de nota-
¢do, porém sua apresentacdo do sistema axiomatico de Burali-Forti é bastante superficial. Antes
de arrolar os oito postulados que constituem tal sistema, o brasileiro explica que “uma espécie
de grandezas é uma classe G, em relacao a qual se define uma operagdo +, que se chamara a
adicao das grandezas” e que o elemento nulo da classe G “sera representado por, por analogia
com o numero zero, mas sem confusdo”. Em seguida, diz que “duas outras defini¢des prévias
sao necessarias” (Costa, [s.d.-b], p. 305). Séo elas:

1) a desigualdade de grandezas G. Na realidade, o que se define é o conjunto dos elemen-
tos inferiores a um elemento G: esse conjunto se representa pelo simbolo Ba (inferior a a).
A desigualdade se define entdo em termos da soma, isto é, do resultado da adi¢do: “a sendo
um G, Ba é o conjunto dos x da classe G, tais que a é a soma de x e de um G ndo-nulo.”

2) um conjunto limitado de G: assim chamaremos a todo conjunto u tal que existem G iguais
ou superiores a um elemento qualquer de u (Costa, [s.d.-b], p. 305; destaques do autor).

E importante assinalar que os postulados de Burali-Forti ndo pretendem caracterizar um
dominio qualquer de grandezas, mas um dominio de grandezas absolutas* com elemento nulo,

27 O artigo de Burali-Forti estd entre os trabalhos da bibliografia registrada no RASC1, mas de acordo com a
codificacdo empregada por Amoroso Costa (cf. nota 15), ndo foi visto por ele. E possivel, claro, que para a
producdo da segunda versao do texto, essa situa¢do tenha mudado.

28  Desde o final do século XIX, Peano e um extenso grupo de colaboradores vinham trabalhando na "axiomatiza-
cdo” de diversos ramos da matematica, empregando, para isso, uma notagdo simbdlica, por eles desenvolvida,
gue permitia exprimir tanto os conceitos matematicos de uma teoria como as relagdes logicas a ela subjacentes.

29 A expressdao vem de absoluten Gréssen, empregada pelo matematico austriaco Otto Stolz (1842-1905).
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o que significa que a ideia de uma classe de grandezas constituida por elementos positivos e
negativos € alheia a essa teoria. Assim, nao € necessario distinguir entre conjuntos limitados
inferior e superiormente. A relacdo de ordem entre as grandezas do dominio determinado pelos
postulados, por sua vez, é definida a partir da operagdo (denominada adicao) cujo significado
é fixado pelos axiomas. Uma vez estabelecidas as convengdes acima e assumindo que x, y e z
sao grandezas do dominio G, sao introduzidos os postulados:

P1. Se x+z=y+z, tem-se x=y

P2. Existe (pelo menos) um G nulo (e do postulado anterior resulta a unicidade dessa
grandeza nula);

P3. Existe (pelo menos) um G ndo nulo;
P4. A soma de dois G, dos quais um é ndo nulo, é um G nao nulo;

P5. x+(y+z)=(x+y)+z (0 que se significa que a adicdo das grandezas possui a propriedade
associativa);

P6. Ou bem x=y, ou bem x<y, ou bem y<x;;
P7. Se x é n3o nulo, existe um G inferior a x e ndo nulo;

P8. Se ué um conjunto limitado de G, existe uma grandeza x tal que 6x=6u
(Costa, [s.d.-b], p. 305-306).

Embora fiel a nomenclatura adotada por Couturat, em seu sintetismo Amoroso Costa esque-
ceu-se de explicar que Bu, quando u é uma classe de grandezas de G (e ndo uma grandeza, ou
seja, ndo um elemento de G), € o conjunto das grandezas G com a seguinte propriedade: uma
grandeza x pertencera a Qu sempre que houver algum elemento de u superior a x.3° Sem o
conhecimento dessa convencao nao é possivel compreender o significado do oitavo axioma,
que pretende exprimir a continuidade do dominio de grandezas G.>' De tal axioma, explica o
brasileiro, deduz-se o seguinte teorema:

a e b sendo G ndo nulos, existe um ndmero inteiro n tal que b<na (a multiplicacdo por
n sendo definida como adicdo de n quantidades iguais a a). A esta proposicdo, que em
certas teorias é tomada como primitiva, se denomina entao postulado de Arquimedes. Ela
desempenha um papel muito importante na medida das grandezas (Costa, [s.d.-b], p. 306;
destaques do autor).

30 Se u for limitado (superiormente) e diferente de {0}, o conjunto Bu sera um segmento de G. Nesse caso, in-
terpretando G como a semirreta positiva [0, +00), Ou é o intervalo (segmento) cujos elementos sdo todos os
numeros menores do que as cotas superiores de u. Por exemplo, se [1,2)U{5/2} for o conjunto Ou, sera [0,5/2).

31 Em uma linguagem atual, a grandeza x cuja existéncia é estabelecida pelo axioma P8 (e cuja unicidade é uma
consequéncia do sistema de axiomas) é a menor cota superior (supremo) do conjunto limitado u (definicdo
2 acima). De fato, assumindo P1-P8, se u possuir um maior elemento, esse serd a grandeza x nas condi¢bes
de P8, que por sua vez sera o supremo de u. Caso contrario, se u nao tiver um maior elemento, u sera sub-
conjunto de 6u (pois se a é elemento de u, a € menor do que algum elemento de u) e, consequentemente
(da igualdade Qu=6x), u também sera subconjunto de x; assim, x sera uma cota superior de u. Se u tiver uma
cota superior y menor do que x, y sera elemento de 6x e, portanto, de 6u, ou seja, y sera menor do que algum
elemento de u, uma contradicdo. Logo x sera o supremo de u.
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Essa ndo é a primeira mencao ao postulado de Arquimedes nos manuscritos do livro,®
que é discutido no capitulo em que sao abordadas as geometrias ndo arquimedianas — inti-
tulado "Outras geometrias” nos rascunhos, depois incorporado, no livro editado, ao capitulo
“As geometrias nao euclidianas” (Quadro 1). Esse capitulo (no livro publicado, é a secao 90)
comeca explicando que uma geometria ndo arquimediana é aquela construida sobre a nega-
¢ao do postulado de Arquimedes, o que esse postulado exprime e que o reconhecimento da
propriedade por ele expressa é anterior ao gedbmetra grego — citando a definicdo 4 do livro V
de Os elementos como uma evidéncia disso:** “existe uma relacdo mutua entre grandezas que
podem por multiplicacao exceder-se mutuamente” (Costa, [s.d.-b], p. 275). Em seguida, o texto
menciona a existéncia de numeros infinitamente pequenos atuais como uma consequéncia da
negacao do postulado, exibindo o tipo mais simples desses nimeros. Por fim, sdo apresenta-
dos os angulos corniformes como caso particular de grandeza nao arquimediana, um exemplo
que Amoroso Costa retirou do segundo volume da obra Elementarmathematik vom hdheren
Standpunkte (Matematica elementar de um ponto de vista superior), de Felix Klein (1849-1925).34

O exemplo de grandeza angular discutido nos rascunhos deu lugar, no livro publicado, a
um caso particular de sistema de ndmeros ndo arquimedianos como pares de nimeros reais,
topico que aparece em manuscrito nao relacionado ao livro (ele compde o dossié AC.T.3.037) e
que deve ser, portanto, posterior a elaboracao dos dois rascunhos.** A auséncia de referéncias
nesse manuscrito sugere que tal exemplo pode ter sido concebido pelo préprio Amoroso Costa,
mas sua colocacao no livro pode ter ocorrido nao apenas em virtude do ineditismo. Além de
dar continuidade ao topico anterior sobre numeros infinitamente pequenos, também pode ser
um indicativo do desconforto de Amoroso Costa com o emprego de uma terminologia que
remete ao conceito de grandeza, conceito que ele mesmo diz ndo fazer parte do escopo da
nova matematica.

Retornando aos axiomas de Burali-Forti, no texto que decidiu ndo publicar, Amoroso Costa
observa que a nogdo de grandeza, conforme definida pelos axiomas, é tdo geral que o sistema
dos numeros reais se apresenta como um caso particular dela. Nessa direcédo, conclui:

Os nUmeros reais constituem a classe tipo das grandezas continuas, aquela que representa
as propriedades formais dessas grandezas — o seu esquema-abstrato. A matematica pura
pode ignorar a grandeza e substitui-la pelo niUmero porque os dois conceitos sdo formal-
mente idénticos. Mas a de grandeza implica um dado empirico ou intuitivo ao passo que
o de nimero é uma construcdo inteiramente abstrata® (Costa, [s.d.-b], p. 306-307).

32 Uma rapida referéncia a ele é feita no capitulo "I — A descoberta e a demonstracao”.

33 No RASC2, ndo hé indicios das fontes consultadas, mas no RASC1 é explicito que fora utilizado o tomo IlI,
volume 1, da Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées, obra que contém dois textos que
abordam o assunto.

34 Nos manuscritos do livro esta indicado que fora consultada a terceira edi¢do, publicada em 1925.

35 A apresentacdo desses dois exemplos desviar-nos-ia muito do assunto principal. O leitor interessado tem a
opgao de busca-los nos proprios manuscritos aqui citados, pelo portal Zenith do Mast, ou de consultar um
outro trabalho do autor deste artigo (Gomes, 2021).

36 A despeito do que Amoroso Costa escreveu, o conjunto dos nimeros reais ndo pode ser a classe tipo das
grandezas continuas se essa for descrita pelos axiomas de Burali-Forti, pois, conforme explicado antes, esses
dizem respeito a um dominio de grandezas absolutas.
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O discurso acima, assim como outros desenvolvidos no capitulo, também se apoia em
Couturat. Este, ap0s introduzir a teoria de Burali-Forti, em Les principes, aborda as implicagdes
dessa teoria para o debate envolvendo numeros e grandezas. O problema, segundo ele, é que
a definicdo por postulados ndo é capaz de assegurar a existéncia de um dominio de grandezas
e, além disso, a Unica realizacdo dos axiomas de grandeza continua que se conhece na mate-
matica pura sao justamente os nUmeros reais, uma vez que os exemplos retirados do conjunto
desses numeros sao usados para se demonstrar a independéncia desses axiomas. “A existéncia
de grandezas é, portanto, garantida apenas pela existéncia de nimeros reais; e essa &, como
sabemos, a principal razdo pela qual ndo quisemos basear a no¢do de nimero na de grandeza”
(Couturat, 1980, p. 113), argumenta.

A discussao dos axiomas de Burali-Forti desempenha, na verdade, um papel pedagdgico no
livro de Couturat, que é o de expor as dificuldades filoséficas advindas das tentativas de definicdo
do conceito matematico de grandeza, mesmo que essas tentativas estejam sob a roupagem
rigorosa do método axiomatico.>” Aparentemente, é isso o que Amoroso Costa pretendia fazer
(em menor proporcao) no proprio livro, a partir do capitulo ndo publicado.

O conceito de grandeza sai de cena, entra o de conjunto

A terceira secdo do capitulo “As nocdes de grandeza e de medida” funciona meramente
como elo entre as secdes anteriores e a Ultima. E uma secdo bastante curta, na qual o conceito
tradicional de medida é apresentado como o ato de estabelecer uma correspondéncia entre
as grandezas de uma determinada espécie e a classe dos niUmeros que constituem o seu tipo.
"Estabelecer essa correspondéncia”, diz Amoroso Costa,

é definir a medida das grandezas consideradas, que é a operacado fundamental das ciéncias
fisicas. Assim, para medir os comprimentos sobre uma reta, fazem-se corresponder os
nUmeros reais e 0s pontos da reta, que serdo extremidades dos segmentos medidos (Costa,
[s.d.-b], p. 307; destaque no original).

Na secao seguinte, o brasileiro desprende-se do texto de Couturat. Trata-se de uma
apresentacdo de fragmento do fasciculo 4 do tomo 1, volume 1, da Encyclopédie des sciences
mathématiques pures et appliquées, de autoria de Arthur M. Schoenflies (1853-1928) e René-
Louis Baire (1874-1932). A nogdo de medida é apresentada como uma extensao da ideia exposta
na citagao acima, mas agora nao mais ligada ao conceito de grandeza e sim ao de conjunto:

A medida dos conjuntos quaisquer de pontos se apresenta como uma extensao das nogdes
geométricas de comprimento, area, volume, que do ponto de vista habitual s6 tém sentido
em relacdo a conjuntos continuos. Essa extensdo [...] pode ser feita de varios modos. Citemos,
por ordem cronoldgica, as definicdes de Hankel (1882), Cantor (1884), Peano (1887) e
Jordan (1892), e passemos a indicar como se apresenta a no¢do de medida dos conjuntos
no sentido de Borel, generalizada por Lebesgue (Costa, [s.d.-b], p. 308-309).

37  Burali-Forti ndo foi o primeiro (nem seria o Gltimo) a abordar do ponto de vista axiomatico o conceito de
grandeza. E provavel que Couturat o tenha escolhido por ser, na ocasido de elaboragao de seu livro, o trabalho
mais recente — ou um dos mais recentes, pelo menos — nessa linha de investigacao.
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A secdo inteira foi inserida no capitulo XI do livro publicado,® cujo tema subjacente é a
teoria “cantoriana” dos conjuntos, dentro da qual, nesse capitulo, sdo expostos os conceitos de
variavel, de elemento limite e de continuidade. A parte do texto que permaneceu no livro ndo
faz qualquer referéncia a nogédo de grandeza. Como sua compreensdo ndo depende das outras
secOes, ela foi aproveitada, enquanto as demais foram descartadas.

Ao olhar para essa alteracdo, é preciso ter em conta que na década de 1920, quando
Amoroso Costa estava trabalhando em seu livro, a maioria dos matematicos ja reconhecia a teoria
dos conjuntos como uma teoria basilar da matematica (Ferreirds, 2002). O proprio Couturat,
anos antes, expressara esse reconhecimento na introducao de Les principes — ao dizer que “os
matematicos foram levados a constituir duas novas teorias que serviriam doravante como base
para todas as outras: a teoria dos conjuntos e a teoria dos grupos” (Couturat, 1980, p. 2) —, e 0
brasileiro faria 0 mesmo na introducéo de As ideias fundamentais da matemadtica: "a linguagem
da teoria dos conjuntos é hoje indispensavel ao exame das no¢des de variavel, limite e funcao,
que formam o arcabougo da analise matematica” (Costa, 1929, p. 13).

As mudancas feitas por Amoroso Costa, refletindo circunstancias socio-historicas proprias
da matematica de sua época, parecem, pois, indicar o desejo de produzir uma obra atualizada,
mesmo que isso implicasse sacrificar aspectos filosoficos, que eram uma marca de sua escrita.

Consideracoes finais

Neste trabalho foi discutido um capitulo inédito do livro As ideias fundamentais da mate-
matica, a partir de analise de dois rascunhos de proprio punho que compdem o arquivo pessoal
de seu autor, falecido antes da publicacdo da obra. Transcricdes de algumas partes do manus-
crito mais recente do texto foram apresentadas, fornecendo uma visao geral de seu conteudo.

Nao ha indicios de originalidade nesse material. De fato, como indicado em sua introdu-
¢ao, a proposta do livro em si ndo era apresentar resultados novos. Em particular, no capitulo
nao publicado, Amoroso Costa apropriou-se das conclusdes a que Couturat chegara. Indo na
mesma direcdo que este, parece que a inten¢do do capitulo como um todo era justificar por
que a grandeza — que fora outrora uma ideia central da matematica, e que talvez ainda fosse
significativa do ponto de vista pedagodgico — tornara-se dispensavel para as pesquisas mate-
maticas da época.

Vimos que Couturat fora um defensor da grandeza como uma das ideias fundamentais
da matematica, mas seus pontos de vista, acompanhando os desenvolvimentos das pesquisas
matematicas na passagem do século XIX para o XX, se modificaram. Reflexos dessa transfor-
macao podem ser encontrados no percurso de elaboragdo do proprio livro por Amoroso Costa,
que, desde as primeiras versdes e o curso da ABE até chegar a publicagdo, buscou expurgar os
indicios que poderiam levar a qualquer interpretagdo de centralidade do conceito de grandeza,
omitindo um capitulo e substituindo um exemplo por outro em que faz uso do termo (menos
comprometedor) nimero ndo-arquimediano. Permaneceram na obra fragmentos em que diz
que o conceito de numero se libertara do de grandeza e que esta nao era mais o fundamento

38 Cf.nota 19.
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da ideia de continuidade. Se o conceito de grandeza era supérfluo na nova matematica, isso
era o suficiente a se dizer, pode ter avaliado.

Mesmo que haja um paralelo entre os rumos que a matematica tomou desde entao e as
escolhas de Amoroso Costa em relacado a sua obra, ndo se encontra facilmente, contudo, uma
justificativa para a nao inclusao de "As noc¢des de grandeza e de medida” entre os capitulos
do livro. As questdes de cunho historico e filosofico inerentes ao contetdo desse capitulo ndo
sdo exclusivas dele, e o texto estd em consonancia com os demais capitulos, de modo que sua
permanéncia no livro ndo prejudicaria o objetivo principal, expresso na introducao, de "expor
em tracos gerais a concepgao atual da matematica pura”.

Independente dos motivos que o levaram a essa resolucdo, ao decidir ndo publicar o
capitulo que produziu sobre o tema, Amoroso Costa promoveu uma simplificacdo que privou
o leitor de ter contato com algumas das questdes filosoficas que permearam o debate sobre
a natureza da relacdo entre nimero e grandeza. Segundo Epple (2003), embora a separagdo
entre esses dois conceitos tenha sido capaz de elucidar os fundamentos da analise matema-
tica, estabelecendo o consenso de que esta (e a matematica, de modo geral) deve se basear
nos conceitos e axiomas da teoria dos conjuntos, tal cisdo alijou das praticas convencionais de
pesquisa e ensino da matematica as discussoes filosoficas que emergiram quando o paradigma
da matematica como ciéncia da grandeza chegou ao fim.

O caso de Amoroso Costa suscita, pois, mais pesquisas sobre como o divércio entre nUmero
e grandeza — e, por conseguinte, a unido entre a teoria dos conjuntos e os fundamentos da
matematica —, foi recebido no Brasil. A histéria do capitulo que decidiu nao publicar é apenas
mais um capitulo dessa histéria.
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Transcricao editada do manuscrito de Amoroso Costa

A seguir a transcricdo completa e editada do manuscrito da uUltima versao de As nogdes de
grandeza e de medida. A presente edicao leva em consideracao as rasuras feitas por Amoroso
Costa no manuscrito (RASC2), que indicam substitui¢des, acréscimos e eliminagdes que ele
pretendia realizar no texto original. Buscando manter-se fiel as inten¢des prévias do autor, esta
versao extrapola como seria aquele capitulo caso fosse publicado hoje.

CAPITULO XIX
AS NOCOES DE GRANDEZA E DE MEDIDA

A nocao de grandeza — Na sua origem e em grande parte do seu desenvolvimento historico
e das suas aplicagoes, a Matematica pode ser chamada a ciéncia das grandezas.

Ainda hoje, ndo falta quem a defina desse modo. E, no entanto, o conceito de ciéncia
matematica pura tende a se tornar cada vez mais independente da nocdo de grandeza.

Vimos, é certo, que a ideia de numero se modelou a principio sobre as grandezas que
aparecem no campo da nossa experiéncia: grandezas discretas, representadas pelos nimeros
inteiros; grandezas divisiveis, que deram origem aos nimeros fracionarios; grandezas relativas,
grandezas continuas, das quais procederam os niumeros qualificados e os nUmeros irracionais.
Para explicar a generalizacdo de nimero ndo é suficiente recorrer a experiencia externa, ou
sensivel. Nenhuma experiéncia fisica nos revelara jamais a existéncia de grandezas incomen-
suraveis, nem mesmo nos autorizara a admiti-la; a continuidade é um dado do espirito, que s
pode encontrar no mundo dos sentidos realizagdes imperfeitas. Seja qual for, porém, a fonte da
nossa intuicdo das grandezas continuas, o nimero irracional foi criado para representa-las. Mas
as generalizacGes superiores do nUmero nem sempre nasceram da consideracao das grandezas
a que se aplicam, e, pelo contrario, precederam por vezes qualquer aplicacao.

O numero é, pois, o simbolo da grandeza. Sobre o nimero fracionario, simbolo da grandeza
divisivel, nos reconstruimos a infinita cadeia das relagdes entre as grandezas divisiveis.

Mas se historicamente e psicologicamente o nimero se modela sobre a grandeza, logi-
camente ele a precede. O numero é a forma, a grandeza é a substancia. De posse da nogdo
indefinidamente generalizavel de nimero, a matematica pura prescinde da nogéo de grandeza.

Aintuicdo e a experiéncia compete escolher a classe de niUmeros que exige a representacao
de cada classe de grandezas, como dados empiricos ou intuitivos.

Afirmar que uma classe de grandezas e uma classe de nUmeros possuem a mesma estrutura,
€ enunciar um postulado, que pertence ao dominio da matematica aplicada.

A matematica pura, tal como nds a concebemos hoje, ignora a nogdo de grandeza. Certos
ramos da geometria, como a Analysis situs, abstraem mesmo completamente de qualquer ideia
de medida. Porém, na matematica aplicada, a nogao de grandeza desempenha o papel principal.
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As grandezas concretas apresentam propriedades particulares das quais devemos aqui
abstrair, tendo apenas em vista que existem grandezas de espécies diferentes; e outra coisa
nao exprime a generalizagdo do numero.

Do ponto de vista abstrato, pode-se dizer que sdo da mesma espécie duas grandezas que
possam ser comparadas entre si, de modo a que fique estabelecido qual delas € inferior e qual
superior a outra. Dever-se-ia talvez, procurando um maior rigor de expressdes, denominar
quantidades os diferentes estados de uma mesma grandeza, em vez de falar em grandezas
iguais ou desiguais.

Costuma-se distinguir entre as grandezas intensivas, em relagdo as quais se pode definir a
desigualdade, mas ndo a adicdo, e as grandezas extensivas, para as quais ambas essas nogoes
possuem sentido. As do segundo tipo sdo as grandezas propriamente matematicas.

As grandezas extensivas — Pode-se construir uma teoria axiomatica das grandezas extensi-
vas. A este respeito citemos os trabalhos de Helmholtz, de Stoltz, de Burali-Forti e de Huntington.
Vamos aqui expor em resumo a teoria de Burali-Forti**" sobre as grandezas continuas.

Uma espécie de grandezas é uma classe G, em relacdo a qual se define uma operacéo +,
que se chamara a adicdo das grandezas.

O elemento nulo da classe G, isto é, na linguagem da teoria dos grupos, o médulo da adigéo,
sera representado por 0, por analogia com o nimero zero, mas sem confusao.

Duas outras defini¢des prévias sdo necessarias:

1. Adesigualdade de grandezas G. Na realidade, o que se define é o conjunto dos elemen-
tos inferiores a um elemento a: esse conjunto se representa pelo simbolo 6a (inferior a
a). A desigualdade se define entdo em termos da soma, isto é, do resultado da adicéo:
“a sendo um G, Ba € o conjunto dos x da classe G, tais que a é a soma de xe deum G
nao nulo.”

2. Um conjunto limitado de G: assim chamaremos a todo conjunto u tal que existem G
iguais ou superiores a um elemento qualquer de u.

Estabelecidas estas defini¢des, eis aqui os oito postulados de Burali-Forti. Sejam x, y, z
grandezas G; entao:

P1. Se x+z=y+z, tem-se x=y;,

P2. Existe (pelo menos) um G nulo (e do postulado anterior resulta a unicidade dessa
grandeza nula);

P3. Existe (pelo menos) um G nao nulo;
P4. A soma de dois G, dos quais um é nao nulo, é um G nédo nulo;

P5. x+(y+z)=(x+y)+z (0 que se significa que a adicdo das grandezas possui a propriedade
associativa);

P6. Ou bem x=y, ou bem x<y, ou bem y<x;

P7. Se x é ndo nulo, existe um G inferior a x e ndo nulo;

39 " Sulla teoria generale delle grandezze e dei numeri, em Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino, v.
XXXIX (1904).
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P8. Se u é um conjunto limitado de G, existe uma grandeza x tal que Ox=6u.***

Estes oito postulados sdo independentes uns dos outros. O sétimo exprime a divisibili-
dade, o oitavo a continuidade das grandezas da classe G. Deles se deduzem, entre outros, os
seguintes teoremas:

1. a e bsendo nao nulos, existe um numero inteiro n tal que b<na (a multiplicacdo por
sendo definida como addicao de n quantidades iguaes a a). A esta proposicao, que em
certas teorias € tomada como primitiva, se denomina entdo postulado de Arquimedes.
Ela desempenha um papel muito importante na medida das grandezas.

2. Dados uma grandeza e um numero inteiro ndo nulo n, existe uma grandeza Unica x
tal que nx=a. Esta proposicao exprime a divisibilidade indefinida das grandezas G.

Em suma, uma classe de grandezas G é uma classe entre cujos elementos se pode efetuar
a operacao +, e que verifica os oito postulados acima.

Assim considerada, a nogdo de grandeza é muito geral. Os nUmeros reais constituem a classe
tipo das grandezas continuas, aquela que representa as propriedades formais dessas grande-
zas — 0 seu esquema abstrato. A matematica pura pode ignorar a grandeza a substitui-la pelo
numero porque os dois conceitos sdo formalmente idénticos. Mas o de grandeza implica um
dado empirico ou intuitivo ao passo que o de nUmero é uma construcao inteiramente abstrata.

Observemos que outras classes de grandezas podem verificar parcialmente os postulados
de Burali-Forti. Assim, por exemplo, todas as classes do tipo do conjunto dos numeros racionais
verificam esse sistema com exclusao do ultimo postulado.

A nocao de medida - Do que acabamos de ver, resulta que o nimero representa a
grandeza; ou, mais precisamente, que entre as grandezas de uma dada espécie e a classe de
numeros que Ihe servem de tipo, pode-se estabelecer uma correspondéncia perfeita e tal que
a soma de duas grandezas quaisquer corresponde a soma dos dois numeros correspondentes.

Estabelecer essa correspondéncia € definir a medida das grandezas consideradas, que é
a operacao fundamental das ciéncias fisicas. Assim, para medir os comprimentos sobre uma
reta, fazem-se corresponder os niUmeros reais e os pontos da reta, que serdo extremidades dos
segmentos medidos.

Os postulados de Burali-Forti caracterizam o conceito de grandeza continua mensurdvel.

A medida de uma grandeza individual, isto é, do que se conviria antes chamar uma quanti-
dade relativamente a uma grandeza-padrao da mesma espécie, sera a relacdo entre a primeira
e a segunda; ou, mais precisamente, 0 niUmero racional ou irracional pelo qual se deve multi-
plicar a segunda para obter a primeira. Quando elas forem iguais, a medida da primeira sera o
numero 1. A grandeza que serve a comparacgado se chama a unidade de medida, e a sua escolha
determina a medida de todas as outras quantidades da mesma espécie.

Como se V&, a teoria da medida das grandezas continuas lineares se baseia nos postulados
de Arquimedes e de Cantor-Dedekind.

Extensao da nogao de medida - Voltando ao ponto de vista da matematica pura, a nogao
de medida é suscetivel de generalizagdes muito interessantes, de modo a se aplicar a conjuntos
descontinuos.

40+ * Nota do editor: Gu é o conjunto dos x tais que, para algum elemento y de u, x<y.
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A medida dos conjuntos quaisquer de pontos se apresenta entao como extensao das nogoes
geomeétricas de comprimento, area, volume, que do ponto de vista habitual s tém sentido em
relacdo a conjuntos continuos. Essa extensao, que se prende intimamente a de integral pode
ser feita de varios modos. Citemos, por ordem cronolodgica, as definicdes de Hankel (1882),
Cantor (1884), Peano (1887), e Jordan (1892), e passemos a indicar como se apresenta a nocao
de medida dos conjuntos no sentido de Borel, generalizada por Lebesgue", a qual se devem
numerosos aperfeicoamentos na teoria das fungdes.

Consideremos em primeiro lugar os conjuntos lineares de pontos.

O problema consiste em fazer corresponder a cada conjunto linear restrito K um nimero
positivo ou nulo m(K), que sera a sua medida, satisfazendo as seguintes condigdes:

1) o segmento 01 tem como medida o numero 1;

2) dois conjuntos iguais (isto €, que se possam superpor por translacao sobre a reta a que
pertencem) tém a mesma medida;

3) o conjunto formado pela reunido de um numero finito ou de uma infinidade enume-
ravel de conjuntos, sem ponto comum dois a dois, tem por medida a soma das medidas dos
conjuntos parciais.

Dizem-se mensurdveis no sentido de Lebesgue os conjuntos para os quais é possivel definir
o numero m(K).

Eis aqui como se obtém esse numero:

Dado um K, encerremos seus pontos em um nimero finito ou em uma infinidade enume-
ravel de intervalos exteriores uns aos outros. Seja A o comprimento total desses intervalos.
Consideremos o conjunto dos A possiveis; esse conjunto tem um extremo inferior m, (K), que se
chama a medida externa de K. Seja, por outro lado, AB um segmento que contem K, e chame-
mos K, o conjuncto dos pontos de AB que ndo pertencem a K. O conjunto K, tem uma medida
exterior m_(K,). O nimero positivo ou nulo igual a diferenca

(AB)-m, (K))

(ABsendo o comprimento de AB) se chama a medida interna de K e se representa por m (K).
Demonstra-se entdo que se tem

m. (K) sm (K).

Pois bem, quando essas duas quantidades sao iguais, demonstra-se que o seu valor comum
satisfaz as trés condi¢des acima enunciadas. Esse valor comum é, por definicdo, a medida do
conjunto K, e este se diz mensuravel.

Um intervalo qualquer € mensuravel; sua medida € o seu comprimento. Todo conjunto finito
ou enumeravel de pontos tem medida nula. O conjunto dos pontos irracionais do segmento
0 +1 tem para medida o numero 1: do ponto de vista da medida esse conjunto é equivalente
ao segmento completo, cuja medida néo se altera pela supressao dos pontos racionais.

Eis aqui um resultado muito interessante. Tomemos conjuntos constituidos, cada um, seja
por um ponto, seja por um intervalo, e apliquemos um numero finito de vezes as seguintes

41 " H. Lebesgue, Lecons sur l'intégration (1904).
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operagdes: 1) reunamos um numero finito ou uma infinidade enumeravel de tais conjuntos;
2) tomemos o conjunto comum a um numero finito ou a uma infinidade enumeravel desses
conjuntos. Nessas condi¢des, demonstra-se que os conjuntos assim obtidos sao todos mensu-
raveis. Como se vé, a nogdo de mensurabilidade no sentido exposto é extremamente geral, pois
na realidade abrange todos os conjuntos que se podem efetivamente definir.

A definicdo de Lebesgue se estende facilmente aos conjuntos de duas ou mais dimensdes.
Obtém-se desse modo as definicdes da medida superficial, extensdo da nocdo de drea, da
medida de um conjunto tridimensional, extensao da noc¢ado de volume, e assim por diante. Aqui
como nas teorias ja estudadas, as nogdes, que na ciéncia classica se aplicam exclusivamente aos
conjuntos continuos, se generalizam ao dominio descontinuo.

G
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