A CARACTERIZACAO DOS NUMEROS REAIS POR
GEORG CANTOR!'

DENISE SILVA VILELA

Resumo: Apresenta-se aqui uma tradugdo comentada do artigo de G. Cantor ‘Sobre uma
propriedade do sistema de todos os niumeros algébricos reais”’, publicado originalmente em 1874.

Nesse artigo Cantor 'enumera’ os nimeros algébricos e verifica a impossibilidade de fazer o
mesmo com os ntimeros reais. Com isso ele chega a encontrar de “modo claro a diferenga entre um
sistema continuo de nameros e um sistema da espécie daquele formado pelo conjunto de todos os
numeros algébricos reais . Essa distingdo entre conjuntos infinitos foi a base para o desenvolvimento
de sua ‘famosa’ teoria dos Numeros Transfinitos, de 1895.

Para efetuar esta tradugdo foi necessdrio indicar o contexto da época da publicagdo, no que diz
respeito ao desenvolvimento da matematica, destacando-se ai a defini¢do rigorosa dos ntimeros reais,
até entdo tratada de forma intuitiva.

Abstract: This paper presents a translation of Georg Cantor’s article “On a property of the
collection of all real algebric numbers” first published in 1874.

In this article Cantor enumerates the algebric numbers and realizes the impossibility of doing the
same with real numbers. Then he finds “clear difference between a continum system of numbers and
a system of species formed by the set of all real algebric numbers'. Such distintion between infinite
sets was basic for the development of his famous’ theory of transfinite numbers, in 1895.

To proceed this translation it was necessary understanding the context of the period, on mathe-
matics development. Stand out the rigors definition of real numbers, wich were intuitively conceived.

1 INTRODUCAO

_O objetivo deste trabalho € apresentar uma tradu¢do e analisar o artigo de Georg Cantor (1845-1912)
“Uber eine Eingenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen”, publicado em 1874 na
revista conhecida como **Crelle’s Journal”’. Essa tradugdo e anilise foram feitas através de uma tradugio
do artigo de Cantor, revisada por ele, entitulada ““Sur une Propriété¢ du Systéme de Tous les Nombres
Algébriques Réels”, publicada na revista Acta Mathematica em junho de 1883,

Cantor nesse artigo demonstra que se pode corresponder um a um os nimeros algébricos aos nimeros
inteiros positivos. Em seguida, mostra que o mesmo ndo ocorre com os niimeros reais. E assim Cantor
encontra “de modo claro a diferenga que ha entre um sistema continuo de mimeros € um sistema de
mimeros da espécie daquele formado pelo conjunto de todos os niimeros algébricos™ (Cantor, 1874, p.
306).

1 Este trabalho foi elaborado sob a orientagdo do prof. Roberto Martins, durante Curso de Especializagdo em

Historia da Ciéncia na Unicamp para apresentagdo no 3° Seminario Nacional de Historia da Ciéncia em 1991.

2 A referéncia a esta publicagdo mantera a data original: (CANTOR, 1874,p....)

Revista da SBHC, n.10, p.85-94, 1993
85



A questdo nimeros reais favorece penetrar no espirito da época por ser um tema tratado também por
importantes matematicos contemporaneos de Cantor. Essas consideragdes relatwas ao contexto serdo
rapidamente esbogadas na pnmeua parte deste trabalho.

Destaca-se nesse periodo o rigor na defini¢do de nimeros reais, que marca uma mudanga profunda
na andlise matematica. Aqui, esta transformagio serd observada através da anilise de alguns manuais
disponiveis do periodo anterior 4 divulgagio desses desenvolvimentos. Os manuais utilizados tém um
papel ilustrativo, ndo pretendendo, portanto, ser uma mostra estatistica significativa.

Em seguida apresenta-se uma tradugfo do artigo com comentarios, através dos quais considera-se o
rigor matematico conforme a época ¢ reconstroi-se os procedimentos indicados no artigo. Nessa
reconstrugdo utiliza-se a notagdo atual por ser mais simplificada do que a utilizada por Cantor ¢ seus
contemporaneos, procurando, entretanto, no deturpar o contetido que caracteriza os desenvolvimentos
da época. Destaca-se nesta etapa o método de reconstrugdo utilizado.

Com isso, pretende-se distinguir os resultados novos ¢ as contribui¢des do artigo no periodo em que
foi publicado. E o que esta colocado por ultimo, com algumas conmderacées finais a respeito da estrutura
e conteudo do artigo obtidas através desta andlise, ¢ com apoio das feitas por comentadores.

2 CONTEXTO

Os numeros irracionais constituiam um tema com o qual se ocupavam os matematicos
contemporaneos de Cantor, ¢ também um tema importante que caracteriza, até hoje, os desenvolvimentos
da andlise matematica do século XIX. Tentaremos a seguir tragar um esbogo desse desenvolvimento,
com €nfase no rigor que se instalou a partir desse periodo.

E expressiva a mudanca na' forma de apresentagdo, no que diz respeito ao rigor, do contetdo
matematico desenvolvido nesse periodo. Ilustra-se isso através de uma rapida andlise de livros ¢ manuais
da época, nos quais 0 numero irracional esta definido como grandeza incomensuravel tal qual Eudoxo
(408-355 a.C.) propds. Apresentamos um pequeno trecho do livro Elementos de Aritmética, de Jodo José
Luiz Viana, como uma ilustragdo da forma como o tema era abordado:

“Nogdes Preliminares

3-As grandezas se classificam em continuas e descontinuas. A grandeza é continua se ela pode crescer ou
diminuir por graus tio pequenos quanto se queria; e descontinua quando s6 pode crescer ou diminuir por
graus determinados. Assim, o peso de um corpo, o ¢alor, o tempo, a luz sio grandezas continuas;, uma reuniio
de ovelhas, de homens, de navios séo grandezas descontinuas." (Viana, 1892, p.5).

Essa defini¢do ilustra o carater intuitivo e pouco rigoroso na maneira de algumas nogdes do ponto de
vista atual.

E certo que muito ja havia sido feito nessa drea, visto que matematicos célebres como Fourier
(1768-1830), Riemann (1826-1866), Cauchy (1789-1857), Gauss (1777- 1855) ja hav1am deixado suas
contribuigdes. Em alguns livros de analise ¢ dlgebra publicados no século XIX® pode-se observar
extensos capitulos sobre convergéncia de séries, teoria de fungdes de varidveis reais ou complexas, assim
como o ja apurado cdlculo diferencial e integral.

Ocorria, entretanto, uma falha ou imperfeigdo em todos esses temas citados acima, que dependem
essencialmente da defini¢do de mimeros irracionais. Em 1869, H.C.R. Méry (1835-1911) publicou um
artigo apontando ‘‘a séria falha de raciocinio que os matematicos vinham cometendo desde os tempos
de Cauchy” (Boyer, 1974, p. 409). A introdugdo do nimero irracional foi até entdo, explicita ou
implicitamente, geométrica. Na Introdugdo de Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite
Numbers, Jourdain explica como a visdo de nimero com uma base geométrica foi tomada por Newton
€ a maioria de seus sucessores. Olhando o século XIX, observa-se que Cauchy, por exemplo,
explicitamente adotou a mesma visdo*.

3 LACROIX, S. Elements d’algébre, Panis , 1836.
4 Ver JORDAIN, 1915, p. 15-17.
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Uma vez identificada essa falha, tanto tempo dissimulada pela intuig3o, Weierstrass foi 0 primeiro a
elaborar uma rigorosa defini¢io de niimero irracional, utilizando-se de ‘‘nimeros de racinais’”’, a qual
ndo foi publicada na época, mas difundida entre seus alunos.

Cantor publicou sua definigdo de niumero irracional no artigo *‘Uber die Ausdehnung eines Satzes
aus der Theorie der trigonometrischen Reihen” (Mathematische Annalen, 5, 1872)°.

Entretanto, uma das definigdes mais difundidas ¢ de seu contemporaneo R. Dedekind (1831-1916),
a qual € equivalente a forma descrita a seguir, na qual pode-se notar maior abstragdo e rigor contrastando
com as defini¢bes de Viana, descrita acima:

“Um corte de Dedekind ¢ um par ordenado (A,B) onde A e B sfio sub- conjuntos nfio vazios de nimeros
racionais [], tais que A nfo possui elemento maximo, AB =; ¢, dadosx A ey B quaisquer, tem-sex y ...
Se ¢ o conjunto dos cortes de Dedekind entfo, existe uma bije¢dio £ *(Lima, 1982, p.74).

Partindo dessa defini¢do, demonstra-se a existéncia de um niimero que separa as duas classes de modo
que se obtém 3 casos entre os quais, de um deles resulta o que se define como niimero irracional.

A geometria, nessas definigSes, ja ndo era o0 recurso que garantia a existéncia de nimeros reais. Ao
contrario, a identidade entre os mimeros reais e a reta foi tomada como axioma: *a cada grandeza numérica
corresponde um determinado ponto € cada ponto relacionado como coordenada numérica € igual a uma
grandeza numérica’ (Jourdain, 1915, p.30).

Ao acompanhar as defini¢des de mimeros irracionais, nota-se que mesmo ‘“‘densidade™ ndo € uma
caracteristica suficiente para o preenchimento da reta. Possivelmente, nesse sentido, Cantor comega a
refletir sobre a natureza do “‘continuo”’ ¢ prova a natureza nio enumeravel dos nimeros reais, que diferem
dos numeros racionais ¢ algébricos, os quais podem ser colocados em correspondéncia um a um com os
numeros naturais.

Através das cartas entre Cantor € Dedekind poder-se-ia afirmar que tais métodos ou caracterizagdes
de enumerabilidade utilizadas por Cantor nfo haviam sido destacadas até entdo. Isso parcce implicito na
duvida de Cantor quanto a relevancia da questdo:

*...eundo posso achar a razéo [da ndo enumeralidade dos reais], e enquanto eu dou uma grande importancia
a isto a razdo pode ser uma coisa muito simples”’(Cantor, apud. Dauben 1979, p. 49)%.

E dentro desse contexto de “‘aritmetizagio da analise” que Cantor publica em 1874 seu artigo, que €
tema deste estudo. O conteiudo dele é uma versdo mais elaborada de uma demonstragdo contida numa
carta de Cantor a Dedekind que data de 23 de Dezembro de 1873. J. Dauben (Dauben, 1975, p. 50),
Jourdain (Jordain, 1915, p. 38) e Dechen (Dechen, 1971, p.54) concordam que o objetivo desse artigo ¢
caracterizar 0s numeros reais como um ‘‘continuo linear”. -

3 Tradugdo Comentada
SOBRE UMA PROPRIEDADE DO SISTEMA DE TODOS OS NUMEROS ALGEBRICOS REAIS

por
G. CANTOR - Halle
(tradugdo de um artigo publicado no jornal editado por Borchardt, v. 77, p. 258)

Denominamos, em geral, nimero algébrico real um mimero real de uma equagdo ndo idéntica de
forma:

5 Essa defini¢do foi publicada originalmente em 1872. Ver JORDAIN, 1915, p. 18-21.

6 Também em francés na revista Acta Mathematica, 2, 1883.

7 Uma tradugdo para o inglés de parte do artigo onde consta essa defini¢do pode ser encontrada em: SMITH,
David E.A Source book in mathematics, p.35-45

8 Ver também em p.26 MESCHKOWSKI, Problemg des Undeliche. /Carta a Dedekind, 29/11/1873.
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(1) agw"+aw™'+ . +a,=0

onde n, ag, ay, ..., an sdo nimeros inteiros; nés podemos supor que 0s numeros n € ag s30 positivos,
que os coeficientes ag, ay, ..., an ndo possuem um divisor comum ¢ que a equagdo (1) é irredutivel; essas
suposigdes sendo feitas, resulta dos teoremas fundamentais da aritmética e da Algebra que a equagdo (1)
que admite por raiz um namero algébrico real ¢ uma equagdo inteiramente determinada; inversamente
a uma equacio da forma (1) correspondem no maximo tantos mimeros algébricos, raizes da equagio,
quanto ¢ o grau n da equagdo’.

Os numeros algébricos constituem no seu conjunto um sistema de nameros que designamos por (©);
como resulta de consideragdes elementares, esse sistema (o ) de nimeros é de tal natureza que existe uma
infinidade de nameros de gm) cuja diferen¢a com um namero gualquer o € menor que uma quantidade
dada, por menor que seja'’. Essa observagdo tona muito mais marcante, 4 primeira abordagem, a
propriedade seguinte: pode-se fazer corresponder um a um os nimeros do sistema (®) aos nimeros
v pertencentes a série dos inteiros positivos, seqiiéncia que designaremos por (v), de modo que a cada
numero algébrico real o corresponda um nimero inteiro positivo determinado v, ¢ inversamente a cada
nmumero inteiro positivo v corresponda um mimero algébrico real ® completamente determinado; em
outras palavras, pode-se imaginar os nimeros do sistema (©) colocados de acordo com uma certa lei em
uma seqiiéncia infinita

01, ©2, 03, ..., OV, ...

na qual figuram todos os niimeros da categoria (»), cada um deles sendo encontrado na série (2) em
um lugar determinado indicado pelo indice correpondente''. Uma vez que se encontre uma lei que permita
colocar assim os nmimeros de (©), poderdo dela ser deduzidas outras [formas de enumerar] por

9 A ultima parte desta afirmag8o “‘a uma equago da forma (1) correspondem no méximo tantos nameros algébricos
reais, raizes da equagdo, quanto ¢ o grau n da equagio” ¢ exatamente o que se denomina “‘teorema fundamental
da dlgebra”

O “inverso” pode ser enunciado, de acordo com as ““suposigdes feitas”, da seguinte maneira: dado « algébrico
existe uma tnica equagfo irredutivel, com coeficientes primos entre si, que tenha a como raiz. Conforme indica
Cantor, utiliza-se o teorema fundamental da aritmética na demonstra¢io deste teorema:

1 - Seja o um niumero algébrico. Por definigdo de niumero algébrico existe P (x) tal que P(a )0

2 - Seja A o conjunto de todos os polinémios f{x) tal que f{a)=0

3 - A ndo ¢ vazio por (1). Tome entdo, g(x), um polindmio de menor grau de A.

Basta mostrar que:

I - g(x) é irredutivel

1I - todo polimdnio de A se escreve como produto de g(x), isto é, g(x) € o tinico polindémio irredutivel que tem
oL COmMO raiz.

Demonstragio de |

Se g(x) é redutivel, ent3o pelo Teorema fundamental da aritmética g(x)=f(x).h(x) com gr f(x) <grg(x)e
grh(x) <gr g(x)

g(o )= fla).h(o)=> 0=f{cr).h(ct)=f(a)=0 ou h(a)=0

0 que contraria a hipotese de ser g(x) o menor polinémio de A.

Logo g(x) é irredutivel.

Demonstragéo de II:

Todo polindmio que anula o ¢ multiplo de g (a) pois, se existe h(c) | (a)=0 = h(x)=q(x).g(x)+1(x), mas como
h(a)=0 e g(a)=0 = r(o)=0.

Sabemos que gr g(x) > gr r(x) ou r(x)=0

10 Esta afirmagéo equivale a dizer que os niimeros algébricos s3o densos em R. A demonstrago é trivial: o conjunto
dos miumeros algébricos contém todos os racionais, como os racionais sfo densos (basta tomar quaisquer dois
nimeros racionais e dividir por 2), com mais razdo os niimeros algébricos s3o densos.

Esta colocada explicitamente neste trecho a definig3o de enumerabilidade, que ¢ equivalente 4 definigio atual:
um conjunto X é enumeravel se existe uma bijegdo fN—X de modo que se escreve, a fim de identificar tal

enumeragdo, {1)=x1, {2)x2,....f(n)xa,... (Lima, 1980, p.38).

1

-
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modificagdes que s¢ pode escolher a vontade. Sera suficiente indicar, como o faremos no §1, o modo de
classificagdo que nos parece repousar sobre 0 menor namero de consideracdes.

Para dar uma aplicagdo dessa propriedade [enumerabilidade] do sistema de todos os nimeros
algébricos reais, acrescento ao §1 o0 §2 no qual mostro que quando se considera uma seqiiéncia qualquer
de nimeros reais dada sob a forma (2), pode-se determinar, em cada intervalo (c...8) dado, os nameros
n ndo contidos na seqiiéncia (2)'2. Combinando as proposigdes contidas nos §§ 1 € 2, obtém-se assim
uma nova demonstragdo do teorema domonstrado pela primeira vez por Liouville (Journal de
Mathématique Pure et Appliquée, 1* série, v. XVI, 1851): em cada intervalo (o...8) dado, hi uma
infinidade de nimeros transcendentes, isto €, nimeros reais nfo algébn'cos”. Além disso o teorema do
§2 da o motivo pelo qual ndo se pode fazer corresponder um a um aos niimeros inteiros da série (v) 0s
numeros reais que formam um sistema continuo de mimeros, quer dizer, por exemplo, todos 0s niimeros
reais que sdo =0 e < 1. Assim, cheguei a achar de modo claro a diferenga essencial que ha entre um
sistema continuo de nimeros ¢ um sistema de nimeros da espécie daquele formado pelo conjunto de
todos os niimeros algébricos reais'.

§1

Voltemos a equagdo (1) a qual satisfaz um namero algébrico real ® € que, a partir das suposigdes
anteriormente colocadas, ¢ uma equagdo inteiramente determinada; chamamos alfura do mimero ® a
soma dos valores absolutos dos coeficientes aumentada do nimero n-1, sendo n o grau da equagio;
designando essa altura por N e aplicando uma notagdo conhecida para designar os valores absolutos dos
numeros, tem-se conseqiientemente,

(1) N=n-1+|ag +|a)+... +|an|

Essa altura N €, por conseguinte, para cada nimero algébrico real, um nimero inteiro positivo
determinado; inversamente, a um niimero inteiro positivo dado, N s6 corresponde um numero limitado
de nimeros algébricos reais que possuem altura N*°, seja (V) este miimero: ter-se-a, por exemplo, (1)
= L (2) =2, (3) = 4. Os mimeros do sistema (©), isto ¢ todos os mimeros algébricos reais, podem
portanto ser arranjados na seguinte ordem: toma-se como primeiro mimero 1, o unico ntmero de altura
N = 1; escreve-se em seguida por ordem de valores crescentes dos dois mimeros algébricos de altura N
=2 ¢ designam os mesmos por @2 ¢ ©3; depois, na seqiiéncia ¢ por ordem de valores crescentes, serdo
escritos os quatro nimeros de altura N=3; de uma maneira geral, apds ter contado e classificado assim
os niimeros da categoria (o) até uma altura N=N, serdo ordenados em seguida, por ordem de grandeza
crescente, os nimeros algébricos reais de altura N=N1=1'. Obtém-se assim o sistema de todos 0s
numeros algébricos reais sob a forma:

12 Ressalto que aqui esta a defini¢do implicita de conjunto nfo enumeréavel.

13 De fato os paragrafos 1 e 2 contém uma demonstragéo do teorema de Liouville:
-todo numero real ou é algébrico ou ¢ transcendente;
-no paragrafo 1 tem-se que os niimeros algébricos sfo enumeraveis;
-supondo que os niimeros transcendentes s3o enumeraveis poderiamos, por exemplo, enumerar os niMeros reais
da seguinte forma f:N—>R tq f(2n+1)=0n e f{2n)=t, onde o representa um nimero algébrico e t um nimero
transcendente;
-mas isso contradiz o fato de R ser ndo enumerdvel. Logo, os niimeros transcendentes sdio nimeros néo
enumeraveis. E isso equivale ao teorema demonstrado por Liouville em 1851 pela definicdo de nfo
enumerabilidade dada acima.

14 Cantor enfatiza seu propésito de caracterizar R como grandeza continua. E também sua definigdo de
enumerabilidade e ndo enumerabilidade estabelece uma classificagdo dual e exclusiva de ser todo conjunto ou
discreto ou continuo, como diriamos hoje.

15 De fato, a cada altura N corresponde no méximo: 1 + 2(n-1 )2+ o™,
16 Pode-se notar aqui que Cantor utiliza apenas a nog&o de “infinito potencial”.
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17
@1, B2, O3, ..., Oy, ...

¢ pode-se, reportando a essa classxﬁcaqéo falar do v-¢simo ntimero algébrico real, sem omitir nenhum

numero do sistema (©).
. §2

Quando se tem uma seqiiéncia infinita de mimeros reais diferentes uns dos outros, sucedendo-se
segundo uma lei determinada qualquer

@ Uy U2 U3, ..., Uy, ...

pode-se em cada intervalo (...8) dado, determinar um mimero Gue ndo se acha na sequencla @), e
existe, por conseguinte, uma infinidade de tais nimeros. Eis a demonstrac;éo deste teorema'®.

Partamos do intervalo dado (c...B) ¢ seja B; designemos por a’ ¢ B’ os dois primeiros mimeros da
seqiiéncia da (4), diferentes entre si, que sejam distintos de o ¢ B € que se encontram dentro do intervalo,
e seja « < B; designamos da mesma forma o>’ e B’’ os dois primeiros nimeros de nossa seqiiéncia,
diferentes entre si e que se encontram dentro do intervalo (o’...8”) € sejao’’<B’’; com base na mesma
lei, formamos o intervalo seguinte (o’”’..8°""), ¢ assim por diante"”. Segundo essa definigdo, os
nimeros o.”,&”’, ... 30 nameros determinados wky, uk2, uk3, ... uxv da nossa seqiiéncia (4) cujos indices
Kv crescem constantemente, ¢ a mesma coisa vale para os naimeros 8°, 8°°....; alémdisso, os mimeros
o’,a’’,... sdo de valores crescentes, os mimeros B°,8”°,..., de valores decrescentes; cada um dos intervalos
(c.. B) (a .B%), («”...8°") compreende todos aqucles que o seguem, Nio se pode entdo conceber sendo
dois casos.

Ou o nimero de intervalos que se pode formar desse modo ¢ finito; seja (a.” ...8") o dltimo
dentre eles; como neste intervalo se acha, no maximo, um nimero da sequencm (4), pode-sc tomar deste
intervalo um nimero que ndo pertence a seqiiéncia (4), ¢ 0 teorema esta assim demonstrado nesse caso”™

Ou o numero de intervalos assim formados € infinito; entdo, como os mimeros o”,o’”,a’”’,... crescem
constantemente, mas sem crescer ao infinito, eles possuem um certo limite o™, da mesma forma os
niimeros 8.8°.8’... que decrescem constantemente tém, um certo limite 8°”'. Se o”=B” (0 que ocorre
17 Eis a relagdo dos primeiros nitmeros algébricos (0v) € suas respectivas equagdes (ev) obtidas através do

procedimento indicado acima, onde a condigdo da irredutibilidade da equagdo ¢ imprescindivel para que ndo

haja repeticdo de termos:

(N=1) ©1=0

N=2)o=-1 o3=1

N=3)w4=-2 05=12 012 ©7=2

N=4)05=3 09=1:8 a10=-V7

on=Niz m12=-'—'—‘r5; ®13=-1/3
014=1/3 oj5=22132 l‘*\I—(l)m—l/\l—

01777 o= 125 016=3
2
e 0=0
e 0+1=0 e3 ©-1=0
es: ®+2=0 es: 20+1=0 e¢: 20-1=0
e7: ®-2=0 e8: ®+3=0 ev,€)5: o™ +e-1=0
€10, €17 ®2-2=0 €i1, €16: 20%-1=0
e12 e130°-m-1=0 e13:3x+1=0 e14:3x-1=0 ej9:0-3
18 Nesta demonstragfo ¢ necessério utilizar-se da defini¢fio recém-elaborada de niimeros reais, onde esta também
estabelecida sua ordenagdo. '

19 Essa construgdo utiliza o axioma da escolha, até entdo ndo identificado.
20 A densidade é condigdo suficiente para essa conclusdo.

21 O critério de “‘convergéncia de seq@iéncia” utilizado neste ponto foi demonstrado por Dedekind em 1858. (e dai
que apareceu para Dedekind a necessidade da definigdo aritmética rigorosa, de niimero real). (Lima, 1980, p.86).
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sempre aplicando este método ao mesmo sistema {(©) dos nimeros algébricos reais), assegura-se
facilmente, voltando a definigdo dos intervalos, que o mimero n=a."=B" nfo pode estar compreendido
na mesma seqii€ncia; pois se este niimero n estivesse na nossa seqiiéncia, ter-se-ia n = up, p sendo um
indice determinado; mas isso ndo é possivel, pois up ndo se acha dentro do intervalo (a”8%), enquanto
que o mimero n encontra-se de acordo com sua definigdo®’. Se, ao contrario, a® < 8, todo nimero
n contido no intervalo («”...8%), ou igual a um dos limites, preenche a condigdo requerida de nio
pertencer a seqiiéncia (4).

Os teoremas que acabamos de demonstrar podem ser gencralizados de diferentes maneiras; nos
indicaremos aqui apenas a proposi¢do seguinte: ““Seja vy, v,...,Vn,... uma seqiiéncia finita ou infinita de
nimeros linearmente independentes, quer dizer, de nimeros tais que nfio existe entre eles nenhuma
equagdo da forma

avytax2 + ...+ apvn = 0

sendo os coeficientes aj,az,...an inteiros que ndo sdo todos nulos a0 mesmo tempo; concebemos o
sistema (€2) de todos os nimeros (2 que podem ser representados por fungdes racionais com coeficiente
inteiros dos nimeros dados v;,v2,...v,..; entdo, em todo intervalo (c....8) ha uma infinidade de nimeros
que ndo estdo contidos no sistema (Q)

De fato, vé-se, com a ajuda de consideragdes analogas as que foram empregadas no §1, que os nimeros
da categoria (Q) podem ser colocados em uma seqiiéncia da forma:

Q] 5)2 Qv

de onde resulta o teorema em questo a partir da proposigio demonstrada no §22.

M. B. Miningerade demonstrou, por redugio aos principios de Galois, um caso muito particular do
teorema que acabamos de indicar, a saber, 0 caso no qual os nimeros V1, V2, ..., Vv sd3o em numero finito

Se chamamos de seqiiéncia mondtona uma seqiiéncia crescente (u; < <us..), ou decr&scente (m >u2 >u3)
podemos enunciar da seguinte maneira o critério de convergéncia:

convergente. Sabemos que uma sequéncia ¢ limitada se todos os seus termos pertencem a um intervalo (ct, 8).
Pelo teorema acima fica garantida a existéncia dos limites o™ e 8.

22 Esclarecendo, se n = up, para um indice suficientemente grande, up, estaria excluido de todos intervalos situados
entre (&, B(m)) Mas a0 mesmo tempo, por construgdo n pertence ao intervalo (), 8),

23 O procedimento sugcndo esta indicado abaixo por partes, separadas de acordo com as dificuldades encontradas:

1) Q énimero que Eo resentado kgor fungio com coeficientes inteiros:
f=agv; kll k12 "+am V2 + +a“ 1 J2_nvnk)n

g = bovlpllvzplz 3p)3 Va p]n+ .+ b lvpml

Q=flg

A “altura N, definida no pardgrafo 1, foi utilizada para ordenar os niimeros algébricos. Ndo h4, entretanto,
nenhuma indicagdo para o calculo da “altura” de uma fungdo racional como mencionado no artigo de Cantor.
Obviamente a “altura> de Q ndo ¢é a “altura de £ dividida pela ““altura de h”, pois a “altura ¢ um nimero
inteiro positivo”. Poder-se-ia pensar em definir a “altura” de {2 como a “altura de f+g ou f.g” ou, ainda, de
qualquer outra forma que mantenha “limitado o niimero” de niimeros Q relativos a cada “altura™. De qualquer
modo, nfo ha no paragrafo 1 uma dificuldade analoga que nos indique o possivel caminho seguido por Cantor.
2) Devido as consideragdes acima, seja {2 um nitmero representado por uma fungdo polinomial e v = (vi, v2,
...Vn) um conjunto finito de nimeros linearmente independentes. Neste caso, considerando 2 um numero
representado por uma fungdo polinomial, devido a consideragdo 1) acima, enumera-se {2) por um procedimento
analogo ao descrito no paragrafo 1, amenos pela forma de combinar os v; s. Também pela mesma raz3o indicada
no paragrafo 1, a cada altura corresponde um nitmero finito de (2’s, que estio sendo ordenados por ordem de
valores crescentes.

3) Considere agora Q2 uma fungfo polinomial e v; ¢ um conjunto infinito de termos linearmente independentes.
Nesse caso ndo ¢ possivel enumerar (2) por um procedimento analogo ao descrito no paragrafo 1.

Isso ocorre porque ndo haveria maneira de passar da altura N = 1 paraN =2, etc. Isto ¢, para N = 1 teriamos
Q1=v1 {2=v2...,£2n=Vn,... € ndo chegara nunca o momento de passar para a alturaN =2, jd que N = 1 ndo esgota.
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¢ no qual o grau das fun¢fes racionais, que servem para formar os niimeros da categoria (€2) € dado de
antemio (Ver Math. Annalen de Clebsch E Neumann, v. III, p.497).
Berlin, 23 de dezembro de 1873

4 CONSIDERACOES FINAIS

Destaca-se no artigo de 1874 de Cantor a caracterizacdo dos numeros reais, conforme o tema em voga
na época. Essa caracterizagdo ¢ feita através da comparagdo dos mimcros reais com o conjunto dos
numeros algébricos. O conjunto dos niimeros reais ¢ denominado *‘continuo”, enquanto que o conjunto
dos mimeros algébricos recebe atualmente a denominago de *<numerdvel’ ou, como disse Cantor, um
conjunto onde é possivel estabelecer uma correspondéncia um a um com os nimeros inteiros positivos
¢ vice-versa (uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros € os nimeros algébricos).

Claramente tal comparagio indica que conjuntos infinitos podem ser distintos ’quantitativamente’
uns dos outros, ou seja, 0 conjunto dos niimeros reais, por exemplo, tem “mais’ elementos que o conjunto
dos mimeros algébricos que, por sua vez, tem tantos elementos quanto o conjunto dos nimeros naturais.
Além disso, Cantor enfatiza essa propriedade na parte final do artigo onde enuncia um teorema que afirma
que o conjunto dos numeros que podem ser representados por fungdes de numeros linearmente
independentes, ou seja, um conjunto ainda mais amplo que o conjunto dos niumeros algébricos, nio
compreende ainda todos os niimeros reais, pois contém também tantos elementos quanto os algébricos
ou os naturais. A distingdo entre os "tamanhos’ de conjuntos infinitos ¢ a base da Teoria dos Nimeros
Transfinitos, teoria desenvolvida nos artigos de 1883, 1895 ¢ 1897.

Existem evidéncias que indicam ser esta distingdo entre conjuntos infinitos original, conforme indica
o trecho da carta de Cantor a Dedekind, citado aqui no item 2, e todo o contexto da Matematica na época.
Tal distingdo ndo é absolutamente intuitiva ¢ ndo poderia ser enunciada sem a defini¢3o rigorosa, ¢
recém-elaborada, de mimeros reais.

O texto de Cantor se apresenta de forma clara e matematicamente rigorosa. O uso de ‘‘procedimentos
infinitos™ se restringe ao infinito potencial e a iinica impossibilidade de proceder conforme indicado no
artigo ocorreu em relagdo ao tltimo teorema enunciado, para o caso de um conjunto infinito de nimeros.
Alguns textos que comentam esse artigo de 1874>* ndo mencionam esse problema aqui identificado.

Nio identificamos nesse artigo a demonstrago da enumerabilidade dos niimeros racionais, as vezes
mencionada®. Na verdade, esse resultado esta implicito no pardgrafo 1, mas em nenhum momento é
explicitado ou indicada qualquer inten¢do de estabelecé-lo ali.

24 *JORDAIN, 1915, p.38-40. DAUBEN, 1983, p.115-116. DAUBEN, 1979, p. 48-53.
25 BOYER, 1974, p.414 DAUBEN, 1983, p. 116.
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