SOBRE A ATUALIDADE DE PROPOSICOES
DE LUDWIG BOLTZMANN

ROBERTO CINTRA MARTINS

RESUMO: Partindo da tese de que Boltzmann seria um cientista incompreendido, uma vez que ele
se manteve ligado, até o final de sua vida, ao declinante paradigma newtoniano, procuramos mostrar
que, mesmo asiim, importantes topicos de seu pensamento cientifico permanecem atuais, sendo
empregados, por exemplo, na teoria da informagdo. Ao mostrarmos a atualidade de algumas idéias
de Boltzmann, estamos contribuindo para homenaged-lo neste ano em que comemoramos o sesquicen-
tendrio de seu nascimento.

ABSTRACT: We believe that Boltzmann can not be completely by well understood if one retains
attached to our contemporary point of view. Boltzmann never gave up his strong belief on the Newtonian
paradigm. In spite of his commitment to this paradigm we show that some of his most significant scientific
ideas are present in the science of our days. For example, we can mention information theory. Finally,
the present work is to be understood as a homage to the one of most important physicist of all times.

Consideracdes Iniciais

Com a iniciativa de um encontro voltado para a Historia da Fisica no século XIX, o NEHCT da UFRJ
busca apresentar (trazer e vivenciar no presente) um momento decisivo da Historia da Ciéncia. O ensejo
de datas significativas como os 150 anos do nascimento de Ludwig Boltzmann leva-nos a revisitar,
pesquisar e discutir a obra de cientistas do passado, como estudantes que buscam uma oportunidade de
reencontro com seus mestres, para a0 mesmo tempo, como ¢ tipico dos estudantes, reverenciar, criticar
¢ aprender. Neste sentido, o NEHCT vem mais uma vez exercer seu papel de nuclear e difundir um
conhecimento histérico vivo e vivenciado, reafirmando assim seu compromisso com a pesquisa de
fronteira e o vinculo com a tradig#o historico-cientifica e filosofica.

Este vinculo entre 0 novo e o tradicional em ciéncia, indispensével 4 propria formagdo da consciéncia
¢ da identidade da comunidade cientifica, tem na segunda metade do século XIX uma referéncia
privilegiada, uma vez que ¢ af que se d4 a dltima grande ruptura de paradigma na Fisica, a0 mesmo tempo
em que se encontram os Gltimos elos que norteavam os cientistas da época no sentido da “passagem” a
um novo paradigma, vinculada ao compromisso e 4 lembranga do paradigma anterior. Portanto, uma
ruptura de paradigma refernciada a uma memoria e a um compromisso histérico.

Assim, por maiores que sejam as ressalvas da ciéncia contemporinea 4 visdo de mundo dita
mecanicista, tipica da chamada Revolug¢fo Cientifica dos séculos XVI e XVII, devemos ainda lembrar
que a ruptura-simbolo de todas as transformagdes ocorridas na ciéncia na Gltima virada de século dar-se-4
na Fisica e ainda recebera o nome de Mecénica. ,

Costuma-se colocar a Termodindmica, o Eletromagnetismo ¢ a Otica como os “territérios”
onde teriam se evidenciado as mais importantes “rachaduras” no edificio da Fisica na segunda

1 Cf Os conceitbs de “ciéncia normal”, “paradigma”, “anomalias” e “revolu¢es cientificas” em T. S. Kuhn:
“The Structure of Scientific Revolutions™, University of Chicago, 2* edig#o, 1970, em especial os capitulos IT
a VIL
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metadedoséculoXIX,ensej adasporcontradi¢desentreteoriacexperimento, insoluveisnosmoldesdo
paradigmaent#ovigente. O estudodo espectroderadiagdodo corponegro, apartirdoqual M. Planck
chega & primeira formulagfo conhecida da Mecénica Qudntica, é emblematico como experi-
mento-sintese desses trés territorios. (Planck consegue inicialmente descrever o fenémeno
mediante uma expresso analitica. J4 a explicagdo tedrica, que ¢ a primeira formulagdo con-
hecida da Mecénicg Quéntica, somente lhe foi acessivel, em suas proprias palavras, por um seu
“ato de desespero™.

Hoje ¢ dificil e desafiante a tarefa que nos colocamos de buscar avaliar as contribuigdes desse periodo,
levando em conta o contexto cultural, o “em torno” a ciéncia da segunda metade do século XIX, pois
estamos diante de homens que tiveram que optar entre o novo e o tradicional, em uma perspectiva que
n#o lhes permitiu, como nos ¢ facultado hoje, conciliar as duas visdes. Planck, por exemplo, j& foi
caracterizado como um “revolucionério contra a vontade™, enquanto Einstein, como quem mais resolu-
tamente optou pelo novo. .

Quando nos debrugamos sobre a Histéria da Fisica em torno & virada do século, a par de reconhecer
um momento de ruptura, é também parte de nosso dever reconsiderar a contribui¢fio dos que mais
resolutamente tenham abragado a tradig#o e dedicado o melhor de suas energias a salvd-la. Naquele
momento, abragar uma tradigdo até as wltimas consequéncias poderia equivaler a acompanhé-la em seu
processo de superago, a ser superado juntamente com ela: n#o apenas uma questdo de “preferéncia”,
portanto, mas uma questdio “vital”. Assim, sempre que busquemos avaliar este momento, como ora o
_ fazemos, estaremos trazendo para o presente os nomes daqueles que procuraram “desesperadamente”
salvar a Mecanica. Ao lado de Planck, estaremos reverenciando a memoéria daqueles que buscaram
reduzir a Termodindmica a uma mecénica, no caso, uma mecénica estatistica. Aqui, ao lado de Maxwell
e Gibbs, estaremos falando, em especial, de Ludwig Boltzmann.

Boltzmann coloca nossa tarefa diante de um desafio maior, mesmo porque vivemos imersos em uma
cultura cientifica condicionada pela busca de sucesso, entendido ndo apenas como o alcangar de uma
interpretag8io verdadeira sobre o real, mas sobretudo como o alcangar de um controle € dominio sobre a
natureza ¢ a sociedade. Esta imers#o em uma “cultura Icientifica” é reguladora de nosso dia a dia enquanto
cientistas, na medida em que o sucesso nos ¢ outorgado ou recusado por nossos “pares”, 0 que nos dé4
bem a medida do quanto estamos caminhando “par i passo” com 0 “novo”, com o “espirito da época”.
Mesmo com relag3o a muitos dos mais renomeados “espiritos rebeldes™ da ciéncia, entre os quais o nome
de Galileu ¢ emblemitico, nossa “cultura cientifica” sabe reconhecer no incompreendido um génio,
quando ndo em vida, a0 menos postumamente.

Esta “cultura cientifica”, que virtualmente confunde fazer ciéncia com fazer carreira, pode mesmo ser
suficiente para dar conta de intimeros espiritos rebeldes e génios incompreendidos, ao reconhecé-los,
mais cedo ou mais tarde, como “aqueles que tinham razdo”. Entretanto, ao nos debrugarmos sobre a vida
¢ a obra de Boltzmann, passamos a reconhecer um destino que ndo se enquadra facilmente nos limites
desta interpretagfo, e passamos a ter que admitir a existéncia de vidas que assumiram um compromisso
indissolivel com tradig@es em declinio e, ao tentar salvé-las, tiveram que acompanha-las até ds Gltimas
consequéncias.

O fim da Mecénica Newtoniana e o destino de Boltzmann s#o, nesta perspectiva, indissocidveis. Nesse
sentido, relembrar sua vida e obra ¢ para nés um desafio maior, pois apesar de imersos em uma “cultura
cientifica do sucesso”, temos que admitir que, se a Mecinica Newtoniana ¢ uma vis#io parcial e

2 Para um detalhamento, ver R. C. Martins: “Planck e o Nascimento da MecAnica Quéntica: Sugestdes para o
Estudo de Condicionantes Histéricos Recentes”, in : F. R. R. Evora (ed.): “Século XIX: O Nascimento da
Ciéncia Contemporréinea”, Colegiio CLE/UNICAMP, CAMPINAS, 1992, p.287-308.

Para um relato do préprio Planck, cf. M. Planck: “Zur Geschichte der Auffingung des physikalischen
Wirkungsquantums”, in: “Die Naturwissenschaften”, n.14/15, p. 153-159, 1 943.)

3 Cf. M. Planck, em entrevista a R. W. Wood, em 7 de outubro de 1931, in: A. Hermann: “The Genesis of
Quantum Theory”, MIT Press, 1971.

4  Cf.E.Segre: “Dos Raios X aos Quarks”, UNB Brasilia, 1980, em especial cap. IV.
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imcompleta se comparada 4 Mecénica Quéntica, entfio Boltzmann ngo tinha razdo ao preferir a tradigdo
ao novo. Neste sentido, nem mesmo hoje poderiamos enquadra-lo, tal como Galileu, entre os “génios
incompreendidos”. Em sua época, j4 surgia um novo paradigma, que se afirmou como superior para
nossa “cultura cientifica”. Boltzmann viveu em um contexto que lhe permitia ter acesso e optar por esse
NOVo, mas apegou-se a um corpo tedrico agonizante, até o fim. Como interpreté-lo e reverencié-lo hoje,
se estamos condicionados a valorizar em ciéncia aquilo que ¢ reconhecido como “bem sucedido” por
nossos “pares” ¢ pela “comunidade”, e ndo aquilo que foi superado?

Breves Consideragdes Iniciais sobre trés Contribuigdes de Boltzmann

Iniciaremos nossa consideragfo a respeito da obra de Boltzmann destacando de forma sucinta suas
mais conhecidas contribui¢des & Teoria Cinética dos Gases e & Mecénica Estatistica.
De acordo com a conhecida lei de Stefan-Boltzmann, a poténcla por unidade de érea irradiada por um

corpo negro ¢é dada por

R=ocT

onde R ¢ a poténcia por unidade de drea, T ¢ a temperatura absoluta e ¢ a constante de Stefan.

Aqui, um fato crucial que ir4 motivar Planck a se aprofundar no estudo do espectro de radiagfio do
corpo negro ¢ que R depende somente da temperatura, 0 que outorga a lei de Stefan-Boltzmann a
caracteristicas, muito atraente para Planck, de “lei universal™.

Considerando um sistema de particulas-em um espago de coordenadas x, y, z ¢ momentos px, Py, Pz
sendo a energia E funglo destas seis coordenadas, a distribuicio de Maxwell-Boltzmann d4 a prob-
abilidade de uma particula se encontrar no volume dv=dx dy dz dpx dpy dp::

f,3.2,p.,.p,,p,)dv=E e EM gy

onde T ¢é atemperatura absoluta, K ¢ a constante de Boltzmann e C é uma constante dada pela condigio
de normatizagéio )

TCe'E”‘Tdv =1

—o0

A distribuigdo de Stefan-Boltzmann serd objeto do ftem 7 deste trabalho, onde apresentaremos
analogias que inspiraram um procedimento recente em programag#o matemaética.

Finalmente, cabe destacar a contribui¢do de Boltzmann sobre a qual nos deteremos com maior énfase
neste trabalho: sua conhecida formulagéo probabilistica do conceito de entropia.

Talvez nfio haja em toda a Fisica conceito mais polémico ou mais rico em desdobramentos filoséficos
que o de entropia. Na conceituago originaria de Clausius entropia pode ser entendida como uma medida
da qualidade da energia, relacionando-se diretamente com a parte da energia dissipada nos processos de
transmisséo de calor (processos termodindmicos) € néo reaproveitdvel na forma de trabalho mecanico.

Para produzir trabalho mecénico, o calor deve necessariamente transferir-se de um sistema para outro,
estando o primeiro a uma temperatura mais elevada que o segundo. Sendo T a temperatura na qual este
processo se d4 e DQ a quantidade de calor trocada no processo, Clausius define entropia como a
quantidade
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Em 1865, Clausius formula os dois principios da Termodindmica em palavras de alcance cosmolégico:

A energia do Universo ¢ contante. :

A entropia do Universo tende a um méximo. :

O segundo principio pode ser interpretado como um reconhecimento da tendéncia 4 equalizagdio do
Universo em termos de temperatura, 0 que equivaleria a um processo de homogeneizagéio ou de
“esquecimento” (perda) de simetria original. A “morte entrépica” do Universo expressaria uma tendéncia
inexoravel em direg#o a um estado onde nenhum trabalho mecénico seria possivel, pois n#o haveria mais
dois sistemas a temperaturas distintas, que pudessem servir como “fonte quente” ¢ “fonte fria” na
produgdio de trabalho mecénico. Esta tendéncia 4 indistingtibilidade em termos de temperatura leva 4
conceituagdo da entropia como uma medida de estado de qualquer sistema macoscopico, que cresce com
a perda de simetria do sistema. '

Tendo como referéncia um sistema de particulas, o conceito de entropia ganha com Boltzmann uma
nova conotag#o. A entropia passa a ser entendida como uma medida da distribuig#o das particulas em
termos de posig#o espacial e quantidade de movimento. Aqui, méxima entropia passa a significar
distribuigio homogénea ou méxima desordem, quando a probabilidade de uma certa particula se encontrar
em uma determinada posi¢#o com uma certa quantidade de movimento ¢ idéntica & probabilidade de
qualquer outra particula especifica se encontrar na mesma situagéo.

Sendo Pi a probabilidade de ocorréncia de uma determinada configuragio macroscépica i de um
sistema, ent#o a entropia do sistema nessa configurag#o ¢ dada segundo Boltzmann por:

S; =—klog, F,

Supondo-se ainda que N configuragdes macroscopicas distintas sejam possiveis para o sistema, entdo
sua entropia podera assumir N valores S), Ss,..., S, € a entropia média do sistema ¢ dada por

N
N
§= ,=,PiS| = "KZP,' log, p,

i=|
onde S é méaximo quando pi =I/N (i=1,2,..N).

O conceito de Entropia em Boltzmann e 0 Nascimento da Mecanica Quintica

E conhecida a relutancia de M. Planck em aceitar a concepgio probabilistica de entropia de Boltzmann.
Entretanto, esta concepglio veio a se tornar componente indispensavel da formulago quéntica da energia,
estabelecida por Planck de forma pioneira em 1900 e que est4 no ceme do nascimento da Mecénica Quéntica.

Assim, ¢ de textos originais de autoria de Planck® que se depreende que a expressio quéntica para a
energia (e) em fung#o da frequéncia (f)

s Cf .M. Planck, op. Cit. nanota 2. Neste item, pode-se supor sem perda de generalidade que toldos os logaritmos
sfio tomados na base 2. Isto ¢ evidente na formu;ag#io de entropia em Boltzmann. Embora nfio seja explicado
por Planck, também pode ser assumido em suas expressSes e equagdes envolvendo entropia, a menos de
constantes multiplicativas.
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e=hf

¢ derivada a partir da equagfo diferencial parcial relacionando entropia (S), energia (U) e frequéncias
(f) de radiagio:

B _ 1 148

—_—— (

oU af U
que, integrada, resulta

8= C[(% + l)log(7 +1) 71037]

onde h=aC é aqui ainda apenas uma dcnommaq&o &oolhxda por Planck, sem qualquer atribuigio de
significado fisico.

Neste ponto crucial, Planck recorre & conoept;io probabilistica de entropia de Boltzmann, ao mesmo
tempo em que postula a hipbtese decisiva da discretizaglio da energia total de radiaglio Utotal como
oomposta de P “quanta” elementares de energia distribuidos entre N osciladores.

S=K log p (entropia segundo Boltzmann)

Utotal = NU - Pe (postulado da discretizagio da energia segundo Planck)

onde

U= energla média por oscilador

P = mimero inteiro, supostamente muito grande

€ = “quantum” de energia, supostamente muito pequeno

Para a entropia total dos N osciladores, decorre:

W+P-D 2, (P+N)

S = NS = klogp = klog PN —1)! =k P!N!

onde a segunda passagem faz uso da formulag#io de entropia de Boltzmann ¢ a terceira decorre do
postulado de Planck e expressa o niimero de maneiras em que P “quanta” de energia podem se distribuir
entre N osciladores.

Pela aplicagiio da formula de Stirling:

NS = k{(P+ N)log(P+ N)-logP- NlogN]
S = k(5 + Diog(5/, +1) - %vlog%v]

Finalmente, da simples comparag#io entre as duas express3es obtidas para S, e conlsiderando que NU

= Pe, Planck conclui:
K=C
e=hf
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inaugurando assim a Mecénica Quéntica ao determinar a expressio do “quantum” de energia de
radia¢éio como proporclonal a frequéncia.

O movimento assim iniciado na virada do século veio a superar a Fisica Clésswa na mais radical
ruptura ocorrida na Fisica desde o século XVII. Neste contexto, a Mecénica Estatistica pode ser vista
como uma sucessio de tentativas de preservagio do antigo paradigma:

*...probability was introduced into thermodynamics precisely for saving the mechanistic
representatnon of nature. ... The history of statistical mechanics is simple: as soon as one
version was challenged or refuted another on a still more complex level was offered instead.
The sugoesswe contributions of Boltzmann illustrate this point amply as well as instruc-
tively™.

Como fundador da Mecénica Estatistlca, Boltzmann propos sucessivas “explicagdes” para o fendmeno
do calor, baseadas em uma abordagem probabilistica mediante a qual ele tentou vincular os fenomenos
mxcroscépwos as vari4veis de estado do sistema macroscépico, preservando a validade das leis da Fisica
Cléssica ao primeiro nivel. Boltzmann foi neste sentido um conservador pertinaz, assim como foi Planck.
Nio deixa de ser paradoxal esta sua contribui¢do involuntéria ao surgimento de um novo paradigma na
Ciéncia, que estaria destinado a superar a visdo de mundo da Fisica Cléssica, da qual ele foi um dos mais
contumazes e vigorosos defensores.

O Conceito de Entropia em Boltzmann e a Ciéncia da Informacio

Um dos desdobramentos mais ricos e polémicos do conceito probabilistico de entropia em Boltzmann
foi sua extensdo ao campo da Ciéncia da Informag#o.

Com base na formulag#o original de Clausius e na conceituago de Boltzmann, a entropia tem sido
tomada como uma medida: _ : _

- do nivel de qualidade da energia, entendida como o grau de seu aproveitamento para realizagio de
trabalho mecénico

- do grau de desorganizag#io de um sistema fisico, ou mais especificamente, do grau de néo disting#o
entre seus componentes » '

- da perda de simetria (ou de distinguibilidade) nas caracteristicas de um sistema fisico (posig#io,
quantidade de movimento, energia, temperatura)

A partir dessas consideragdes, C. Shannon ¢ W. Weaver’ propdem uma conceituagio para a
~ quantidade de informag#o de uma mensagem, a ser medida pelo ntimero de decisdes bindrias necessérias
para identificar um objeto, ou seja, pela quantidade de “desinformag#io” (desordem, entropia) que ¢
removida ou superada pela mensagem.

Para se identificar um entre dois objetos distintos equlprovévels ¢ necesséria uma decis#o binéria.
Entre quatro objetos, duas decis3es binérias. Enitre oito, trés declsbes Assim, a quantidade de informag#o
(isto &, decisdes bindrias) contida na escolha de um entre N=2" objetos equiprovéveis é dada por

I =log, N =log,2" =n

ou

I=-log, p

6 Cf.N. Georgescu - Roegen: The Entropy Law and the Economic Process”, Harvard University Press, 1976, p.
148-149. .

7  eCf. C. Shannon ¢ W. Weaver: “The Mathematical Theory of Communication”, The University of Illinois
Préss\, Illinois, 1949.
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onde

p = 1/N = 1/2" ¢ a probabilidade de escolha de um objeto.

Em geral, a quantidade de informag#o associada 4 identificagio de um objeto ou evento de prob-
abilidade de ocorréncia p é dada por

I=-log,p

Notando-se que esta proposigio é coerente com a nog#o intuitiva de que a ocorréncia de eventos pouco
provéveis implica em maior informagdo do que a ocorréncia de eventos mais proviveis.

Para o caso de N eventos nfo equiprovéveis (dlstnbuu;ao néo umforme) a quantidade de informagao
média por evento ¢ dada por

N
I= Z,.___, pilog, p;

onde p; ¢ a probabilidade de ocorréncia do i-ésimo evento (i = 1,2,...,N)

Aqui, I pode ser interpretada como a quantidade de entropia que ¢ subtraida de um sistema quando se
dispde de uma mensagem (informagao) a seu respeito.

Assim, um sistema que inicialmente tenha entropia So passaré a ter uma entropia menor (menos
desordem), devido ao ganho de informagéo I = -p logz p, associado & ocorréncia de um evento de
probabilidade p. A nova entropia do sistema seré dada por:

§S=§,~-I=S,+plog,p<S,

Assim, a ocorréncia de eventos, enquanto significa ganho de infoxmac;ao sobre o sistema, tem também
o significado de redugdo de entropla conforme sugere de forma pioneira N. Wiener, ao conceituar
informag#io como anti-entropia: “

O processo de ganho de informagdo transcorre segundo Wiener em sentido oposto (ao do oaumento
da entropia). Ele é um Processo de redugdo de entropia ou de “anti-entropia”, isto é, um processo de
ordenamento crescente”

O autor agradece a mdlcac;ﬁo desta referéncia, ainda atual, a Roberto dos Santos Bartholo Jr.)

Depreende-se destas consideragdes que o conceito de informag3o em Shannon, Weaver e Wiener ¢
herdeiro do legado de Boltzmann. Entretanto, a “migracio” do conceito de entropia da Mecénica
Estatistica para o campo da Ciéncia da Informagéo ndo se deu isenta de criticas e polémicas .

Entropia e Ganho de Conhecimento

Na linha de pensamento de N. Wiener, Pfeiffer'? sugere mais uma analogia interessante entre
informag8o enquanto anti-entropia e o conhecimento na ciéncia moderna. A sugestdio de Pfeiffer ¢
portanto herdeira indireta do legado de oltzmann.

Partindo da concepgéio de K. Popper segundo a qual as hip6teses ou “conjecturas” cientificas devem
satisfazer 4 condigo de refutabilidade, Pfeiffer constréi modelos simples do processo de refutaglio e
escolha de hip6teses na pesquisa cientifica.

8 Cf. W.Pfeiffer: “Allgemeine Theorie der technischen Entwicklung als Grundlage einer planung und Prognose
des technischen Fortschritts”, van den Hoeck & Ruprecht, Gottmgen, 197 Inip

9 CfN. Gem]gxu-R oegen, op Cit. , especialmente o epéndice B (“Ignorance, ommnonamlEnuopy) p. 388-406.

10 - Cf. W. Pfeiffer, op. Cit. Na nota 7 p.40-43°

11 Paraum detathamento ,cf. K. Popper, Ca'gecnnma:\dkelinmns: The Growth of Scientific Knowledge”, London, 1963.
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O processo inicia-se na vigéncia de uma determinada “teoria cientifica”,.isto ¢, de um conjunto de
proposigdes hipotéticas coerentemente interligadas por relagdes de derivabilidade. Nestas condiges,
dada a coeréncia logica interna deste conjunto, somente poderfio portar informagio nova aqueles
fendmenos observéveis que contradizem este “sistema tebrico ordenado”, isto ¢, fendmenos que n¥o se
deixam ordenar dentro desse sistema e portanto s3o vistos como improvéveis ou surpreendentes.

A superaglio da contradi¢#o entre sistema teérico e a realidade somente ¢ possivel mediante a
reestruturagio do sistema tedrico ou “modelo” da realidade, isto ¢, mediante a construgéo de um
ordenamento tedrico “superior”, que possa englobar o novo fenémeno, néio mais enquanto improvével
ou inesperado, mas como provével e esperado. Desta forma, a informag#io potencial (entropia) contida
no fendmeno ¢ transformada em informag#o adquirida.. ,

A quantidade de informag#io potencial “contida” no novo fendmeno observado ¢ igual 4 quantidade
de desorganizagdio (entropia) que pode ser eliminada (transformada em anti-entropia) pela reestruturagéo
do sistema tedrico, em face do fendmeno. Esta medida depende do nimero de hipdteses (conjecturas)
explicativas novas suscitadas pela ocorréncia inesperada do fenémeno em pauta, bem como de suas
respectivas probabilidades.

Suponhamos que, diante de um fenémeno inesperado nos quadros da teoria vigente, se coloquem n
hipéteses H1, H2,...Hn, como conjecturas iniciais a serem avaliadas de acordo com sua capacidade de
explicar o fenémeno. Tratando-se de um fenmeno totalmente inesperado, pode-se supor inicialmente
que cada uma das n hipéteses tenha igual chance de vir a ser aceita como “a hipotese explicativa”.

P(aceitagiode H,))=p,=1/n (i=12,.....,n)

O método cientifico seria entfio o instrumento mediante o qual se pode proceder 4 escolha de uma
destas hipbteses para ser aceita como “a explicag#o” do fendmeno, enquanto as demais hipoteses seriam
refutadas. Assim, ao final do processo, teriamos:

P(aceitagio de H, ) = p, =1
P(aceitagdo de H))=p, =0 (i#k)

onde se supde que a hipotese H foi a aceita. .

Neste contexto, o ganho de conhecimento cientifico corresponde a um processo de reestruturagéo de
teorias, que se inicia em um estado de entropia méxima SO onde n conjecturas equiprovéveis “convivem”
indistintamente, e termina em um estado de entropia minima S, onde somente “sobrevive” uma hipétese,
valendo as relagdes.

ADWYAL YA
= —% nlog, % =log,n

S=1log,1=0

Em outros termos, o processo inicia-se em um estado de méxima informag#o “em poiencial’f, a ser
desvendada (/,,,, = —l0g, n) , e termina em um estado em que néo hé mais informag&o a ser desvendada
(7, =0). '
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Pfeiffer oferece um exemplo ilustrativo que parte de quatro hipéteses equiprovéveis, e evolui em um
processo de ganho de informag8o que abrange quatro “sistemas teoricos” conforme a tabela a seguir.

Sistema assic(g:;::l;:agepz ] Entropia = informag#o Anti-Entrogéa = Ganho
teses hy, h2, h3h4 potencial § = Tpa . Informag#o =1

a 1/4, 1/4, 1/4,1/4 2 bits

0,25 bits
b 1/2,1/4,1/8,1/8 1.75 bits

0.69bits
c 3/4,1/8,1/8,0 1,06 bits
| ‘ 1.06

d 1,0,0,0 0

I ot =2.00

Gomzales'? nos oferece um exemplo de ganho de conhecimento nos mesmos moldes do aqui
apresentado, referindo-se a uma situagfio onde existem oito presos em uma cela, sendo que apenas um
deles poder4 escapar, a ser escolhido através de langamentos de uma moeda. inicialmente, cada preso
tem probabilidade 1/8 de vir a ser escolhido e portanto temos

’ Sn—g%log,% =—8%Iogz%=3
J4 ao final do processo, um tinico preso foi escolhido para fugiré tem-se

S=1log,1=0

A incerteza acerca de quem seria o escolhido para fuga foi reduzida de 8 possibilidades para uma tnica,
e a quantidade de informagdio associada a esta redug#io ¢ de 3 bits. Néio por acaso, esta ultima quantidade
coincide com o nimero de decisSes bindrias equiprovéveis (lancamentos de moeda) necessérias para se
reduzir a incerteza de 8 para 1; ap6s um primeiro langamento, excluem-se 4 presos da possibilidade de
fuga, apos o segundo langamento, excluem-se dois presos do grupo remanescente ¢, finalmente, ap6s o
terceiro langamento, estara identificado o preso que poder fugir.

Este exemplo nos sugere que, para cada distribuigo de probabilidades discreta, deve-se associar uma
medida de entropia ou informag#o potencial. Aqui, no caso de uma distribuigo discreta e uniforme,
tem-se

12 Cf M. E. Gonzales: “O Nascimento da Ciéncia Cognitiva e suas Raizes na Fisica do Século XIX”, in: F.R.
R. Evora (ed) “Século XIX: O Nascimento da Ciéncia Contemporénea™, Colegio CLE/UNICAMP,
CAMPINAS, 1992, p.413-433). ’ .
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S =1, =log,n

onde n & o nimero de valores distintos da varidvel aleatéria em quest#o.
No préximo item, veremos alguns casos especificos que corroboram essa sugestio e tentaremos
generaliz4-la para distribuigdes continuas, seguindo sugestdo de J. von Neumann e N. Wiener.

Entropia e Métodos Estatisticos

O conceito de entropia em Boltzmann guarda ainda relagdes interessantes com conceitos e métodos
estatisticos.

Para distribui¢des de probabilidede discretas, uma medida de entropia decorre du'etamente da sugestéo
proposta ao final do item anterior. Assim sendo X uma varidvel aleatdria discreta que pode assumir n
valores distintos X1,X2,...Xa € sendo p, a probabilidade de X assumir o valor x;, temos:

n
. SO = I]N)l = —ZISI pi logz pi
onde So e Ipot s#io a entropia ¢ a informag#o potencial associadas a distribuigio, respectivamente.

Referindo-se a uma sugestiio de J. Von Neumann, ¢ abstramdo o sinal negativo, N. Wiener propde
uma extensfo do conceito para distribuigdes continuas

=1, = [llog, f ()1 (x)akx

Fazendo-se uso da conhecida “lei do estatistico inconsciente”, I pode ser cons1derado idéntico ao valor
esperado (média) da varidvel aleatéria Y dada por

Y =log, f(X)
ou I,, = E(log, f(X))

Como exemplos, pode-se calcular facilmente a informagio (I) e a entropia (S) associadas a algumas
dlsuﬂ)uxc;bes discretas ¢ continuas, tais como:

13 Cf.N. Wiener: “Cybemeucsa'ConkolandCommumcauonmtheAnmalandtthachme The MIT Press,
Cambridge, Massachusetts, 2a edigfio, 1961, p.62.
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Condig#o para Ipot| ~ Condiglio
Distribuig#o Parémetro Ipot = So méximo (So para So méximo
' méximo) (Ipot minimo)
. log2 p + (1+
de Bernoulli P P ;’ogg 2p (]_(p) P) p=1 oup=0 p=1R2
; (p log2 p +(1-p) = =
Geométrica P log2 (1-p)Vp p=1 p=0
Exponencial A log2 (I/e) A=00 A=0
Normal v,0 log2 (exA2)-12 0=0 o=w

Outra analogia interessante!* surge quando consideramos o conhecido método de méxima verossimil-
hanga para estimagfo de pardmetros. Dada a fung8o densidade de probabilidades f(x,) de uma variével
aleatoria continua X, onde ¢ um parfimetro a ser estimado, e uma amostra aleatéria Xj, X,... Xn dessa

varidvel aleatoria, a fungdo de verossimilhanga é dada por:

- L(®) = g(x,Xy00»X,,0)

O método consiste em obter um estimador que maximize a fungfio L, dados os valores xj, X2,... Xn .

Em geral, sendo Xy, X3,... X, uma amostra aleatéria, tem-se:

L®)= g(xl,xz,...,x”,’é") =n f(x,.8)

Por razdes de célculo, em geral ¢ conveniente proceder 4 maximizag#o equivalente da fungéo

i=1

log L(®) = 3" 108 / (x,.0)

No caso de distribuigSes discretas, o procedimento ¢ anédlogo e leva & maximizagio da fungo

log L(®) = ) _log P(X = x,,8)
i=1

14 O autor agradece a percepcio desta analogia a Fernando Yassuo Chiyoshi. Para um dcﬁalhammto do método

de méxima verossimilhanga para estimagéo de parimetros, ¢f. A. M. Mood e F. A. Graybill: “Introduction to

the Theory of Statictics”, Mc-Graw-Hill Book Company, Inc., New York, 1963, p. 178-185.
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Em ambas as expressdes anteriores, ¢ comum adotar logaritmos de base neperiana, mas pode-se supor
base 2, pois a maximizag#o da fun¢fio de verossimilhanga equivale 4 maximizag#io de seu logaritmo em
qualquer base maior que 1. Desta forma, Log L() pode ser interpretado como a informag#o contida nos
valores amostrais conhecidos x1,x2,...xn.

Assim, o método de maxima verossimilhanca equivale a pesquisar o valor que maximize a informagéo
contida nos valores amostrais conhecidos x1,x2,...xn ou, em outros termos, que minimize a entropia da
distribuic;ﬁo em face da ocorréncia desses valores. Trata-se portanto de um método que busca transformar
a maior quantidade possivel de informag#o potencial (entropla) contida na amostra em informag#o efetiva
ou adquirida (cf. item 5).

Aplicaciio de Conceitos da Termodindmica em problemas de Otimizagio.

Em programago matematica, foi proposto recentemente!® um novo método para pesquisa do ponto
otimo de fungdes, inspirado em conceitos da Termodindmica, que vem apresentando vantagens com
relagio aos métodos tradicionais. Por este método, a busca pode “escapar” de 6timos locais, o que é
especialmente vantajoso no caso de fungdes objetivo com muitos 6timos locais. A fungfo objetivo ndo
precisa ser quadratica nem diferencial. Além de ser aplicével a fungdes que ndio podem ser maximizadas
por outros métodos, ele ainda permite um reconhecimento mais detalhado da fungdo, tanto de seus
maximos locais, reconhecidos como tal, como também de seus “vales” e “planicies”.

Trata-se do método de “recozimento simulado” ou “simulated annealing”, assim chamado porque o
procedimento adotado ¢ andlogo ao de resfriamento de metais fundidos. Ap6s um resfriamento (“anneal-
ing”), o metal chega a um estado de baixa energia, que ¢ um estado desejdvel do ponto de vista da
Engenharia Metaldrgica.

Eventuais flutuagSes aleatorias de energia, inerentes ao processo, permitém que o sistema “escape”
de estados de energia minima local ¢ atinja o minimo global. Se o metal fosse resfriado rapidamente
(“quenching™), ele poderia néo escapar de estados de energia minima local e, ao terminar o processo de
resfriamento, ele poderia conter mais energia que o metal resfriado lentamente. O resfriamento lento e
cuidadoso leva o material para um estado cristalino altamente ordenado, de baixa energia e baixa entropia.
Um resfriamento rapido, ao contrério, leva a defeitos e incrustagdes vitreas no material.

O método de “recozimento simulado” em programagfo matematica trata a fung#o objetivo tal como a
energia ¢ tratada em sistemas fisicos submetidos a “annealing”: tenta minimiz4-la, admitindo tempo-
rariamente eventuais incrementos, para encontrar finalmente o minimo global.

Nos limites deste trabalho n#o cabe apresentar um detalhamento do método, mas apenas suas profundas
relages com o legado da Termodindmica. Assim, em grande parte dos métodos de minimizagéio
tradicionais, procede-se a uma busca iterativa que somente aceita novos pontos com menor valor da
fung#io, o que ¢ analogo a resfriar rapidamente (‘quenching”) um sistema fisico. O resultado mais
provével ¢ ficar “cravado” em um local, sem possibilidades de avangar em direg#io a0 minimo global. Ao
contrério, pelo método de recozimento simulado, séio permitidos aumentos temporarios na fungéo objetivo
(o que equivale a “aquecimentos™), sob controle de um pardmetro andlogo & temperatura absoluta. A
altas temperaturas, apenas o comportamento “macroscopico” da fungfo objetivo ¢ relevante para a
pesquisa do 6timo. Conforme a temperatura diminui, adota-se um procedimento de busca mais “fino”,
onde o “material” (a fung8o) ¢ pesquisado com mais detalhe, para se obter um ponto final timo.

15 Para um detalhamento, cf. W. L. Goffe, G. D. Ferrier e J. Rogers: “Global Optimization of Statistical Functions
with Simulated Annealing”, Journal of Econometrics 60 (1994), p. 65-99, North Holland e A. Corana, M.
Marchesi, C. Martini e S. Ridella: “Mininizing Multimodal Functions of Continuous Variables with the
”Simulated Annealing" Algoritm", ACM Transactions on Mathematical Software, Vol. 113, n. 3, September
1987, p. 262-290. '

O autor agradece o acesso a esta literatura a Ana Maria dos Santos Vianna, Fernando Yassuo Chiyoshi e José
Paulo de Aralijo Mascarenhas.
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Um aspecto interessante ¢ o papel do pardmetro “temperatura” no controle do processo de otimizagao
ou “resfrisamento”. A cada ponto alcangado X, procede-se 4 busca de um novo ponto X’, gerado
aleatoriamente, através de distribui¢io uniforme n-dimensional, no interior de um paralelepipedo em
tomo do ponto anterior. Os valores da fungfo objetivo (as “energias”) nos dois pontos s#io entdo
comparados. Se f(x”) for menor que f(x), o ponto X’ ¢ aceito como novo ponto de partida.

Caso f(x”) seja maior que f(x), estaria ocorrendo um “aquecimento”, que somente tera alta chance de
ser aceito se for pequeno tendo em vista o pardmetro “temperatura”. O critério de aceitago utilizado,
denominado “Metropolis”, consiste em calcular f(x’) - f(x) (valor numérico do “aquecimento™) e aceitar
o novo ponto com probabilidade.

P(aceitagdo de x') = ¢/ /7

Note-se aqui que dois fatores contribuem para a aceitagdio de um eventual “aquecimento™:

- que este “aquecimento” seja pequeno

- que a temperatura scja alta

Em resumo, quando ocorre um “aquecimento”, este serd admitido, com alta probabilidade, se f(x) -
f(x*) < T, o que implica em

P(aceitagdio de x') = ¢/ 51

A analogia com a Termodindmica estende-se aqui 4 Fisica Moderna.
sabido que a distribuigdo de Maxwell-Boltzmann encontra sua extensfio, a nivel de particulas
sub-atémicas, nas distribuigdes de Fermi-Dirac e de Bose-Einstein. E interessante 6lernbrar aqui a

condigfo para que estas duas ltimas distribui¢des recaiam na de Maxwell-Boltzmann 16,

e ¥ << 1ou E >> kT

Aqui notamos mats uma vez um legado da Termodindmica. A partir das relagdes f(x*) - f(x) < T e E
> kT, pode-se notar que o critério de aceitagdo de um eventual “aquecimento” em “simulated annealing”
guarda relag#io com o critério de aceitagfio da aproximaggo das distribui¢des de Fermi-Dirac ¢ Bose-Ein-
stein & de Maxwell-Boltzmann. No primeiro caso, a aceitagdo de um “aquecimento” ocorre preferencial-
mente quando este ¢ pequeno se comparado com o pardmetro “temperatura”. J4 no segundo, a
aproximag#o ¢ admitida para sistemas de alta energia (E>>KT).

Na literatura sobre “simulated annealing”, a fungio objetivo ¢ associada 4 energia E. Tomando-a
entretanto como andloga a E/k (energia normatizada pela constante de Boltzmann), o critério de aceitagio
de um “aquecimento” torna-se

f(X)=f(x)=E'Tk—E/k<<T ou E'-E << kT

O que equivale ao critério de aceitagio das “novas” distribuigdes (Fermi-Dirac ou Bose-Einstein) como
preferiveis 4 de Maxwell-Boltzmann, em sistemas com baixa energia.

16 Cf.P. A. Tipler: “Fisica Moderna™, Editora Guanabara Dois, Rio de Janeiro, 1981, p. 304.
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Com este exemplo, cremos ter apresentado um dos mais recentes desdobramentos da Termodindmica
¢ da Mecénica Estatistica, que estdo “migrando” e encontrando aplicagdes em outras dreas de con-
hecimento. : .

Conclusiio

A oportunidade de revisitar a obra de L. Boltzmann permite-nos aprender com a dificuldade de trazé-lo
para o presente, onde predomina, no meio cientifico, uma “cultura do sucesso” (cf. Item L).

Neste contexto, é dificil avaliar a contribuigio de um eminente cientista cujas teorias “nfo deram certo”
e que, ainda em vida, viu suas proposi¢des serem rejeitadas por um paradigma cientifico emergente.

Uma tentativa de contornar esta dificuldade, inerente a estudos em Hist6ria da Ciéncia em nosso tempo,
& pesquisar e apresentar exemplos de implicagdes ¢ desdobramentos, mesmo que involuntérios, da obra
que “nfio deu certo”. De preferéncia, exemplos que “deram certo”, como € o caso da Mecanica Quéntica,
da Ciéncia da Informaglio e de recentes métodos em Programaglio Matemitica. Assim, estar-se-ia
tentando “esclarecer’ o leitor, no sentido de que, na obra em'questlio; “nem tudo teria dado errado”.

O fendmeno da “migraglio” de conceitos e de metodologias éntre dreas de conhecimento distintas ¢ j&
bastante reconhecido e tem sido explorado na formaggio de novas reas de pesquisa interdisciplinar. Neste
contexto, o legado de Boltzmann pode ser considerado particularmente rico, pois impressiona a gama de
conceitos provenientes de sua obra, atualmente presentes em diferentes 4reas da pesquisa.

Mesmo reconhecendo os limites da tentativa empreendida neste artigo, pois nfio rompe com a “cultura
do sucesso” e n#io ousa dizer que “n¥io dar certo” em ciéncia ¢ também uma opglio, o autor consideraria
seu esforgo recompensado se sua leitura puder trazer alguma sensaglio de nossa divida com relag#io & obra
de Boltzmann.

ROBERTO CINTRA MARTINS ¢ Professor do Instituto de Matemética ¢ COPPE da Universidade
Federal do Rio de Janeiro/UFRJ
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