A IMPORTANCIA RELATIVA DO NUMERO ORDINAL E
CARDINAL NA PRIMEIRA VERSAO DA TEORIA DOS
NUMEROS TRANSFINITOS!
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Resumo: O tema do presente estudo é a primeira formulacdo da teoria dos niimeros
transfinitos de G. Cantor-exposta no artigo de 1883 e a tradugdo de parte desse artigo
para o francés, publicada nesse mesmo ano. Constata-se nessa tradugdo a alteracio na
ordem das segbes. Nosso objetivo é a identificagdo da importdncia do conceito de
ordinalidade e de poténcia na teoria dos niimeros transfinitos nessas duas publicagées.
Com isso pretendemos verificar se a alteracdo na tradugdo relaciona-se com a maior
importdncia que a nogdo de poténcia passa a ter nas formulagées posteriores.

Abstract: The object of this study is the first statement of the theory of transfinite
numbers by G. Cantor, exposed in the article of the year 1883, and part of the french
translation, published in the same year. In this translation can be noticed a change in the
sections order. Qur intention is to identify the relevance of the concepts of ordinality and
power in the theory of transfinite numbers limited to these publications. In this case we
intend to certify whether the change in translation is related to the major importance that
the notion of power might have to following works.

1 Introducdo

O tema deste artigo € a teoria dos nimeros transfinitos de G. Cantor (1845-1918) desenvolvida nas
tltimas décadas do século passado, mais especificamente a importancia relativa do conceito de poténcia
e de nimero ordinal na teoria dos transfinitos em sua primeira elaboragdo, realizada em Grundlagen einer
allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, de 1883.

Este tema foi selecionado devido a relevancia dos conceitos de poténcia e nimero ordinal na teoria
de Cantor. Verificamos em um primeiro contato com os textos relativos a essa teoria, a importancia dos
dois conceitos. Por um lado, o primeiro nimero transfinito que aparece explicitamente denotado € , um -
nimero ordinal. Por outro lado, percebemos que a distingdo entre conjuntos infinitos, base para criagdo
da teoria dos transfinitos, é realizada pela comparagao do que Cantor chamou ‘poténcia dos conjuntos’-
ou cardinalidade dos conjuntos, como denominou mais tarde”,

1 Este artigo foi extraido da Monografia de Especializacio em Histéria da Ciéncia. Agradeco ao prof. Dr. Roberto Martins €
ao colega Carlos Gonzaléz que contribufram para a realizagfio da monografia. Acrescento ainda que este estudo foi apresentado
no IV Semindrio Nacional de Histéria da Ciéncia, em 6 de junho de 1993.
2 E preciso antes observar que o termo nimero cardinal passa a ser utilizado por Cantor como sinénimo de poténcia ao longo
do desenvolvimento de sua teoria, mas ndo nesse perfodo inicial de sua elaboragfio. Entretanto, ao nos referirmos a
‘cardinalidade de um conjunto’ queremos dizer exatamente a mesma coisa que ‘poténcia de um conjunto’ e, ainda que haja
um certo anacronismo no uso do termo cardinalidade, nfio estamos por isso nos referindo a nimeros.
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Verificamos a relevéncia da questdo através da constatagdo dessa discussdo na literatura secunddria.
P. Jourdain e J. Dauben apresentam afirmag®es contrarias quanto  importéncia das nogdes de ordem e
poténcia na primeira apresentag@o da teoria dos niimeros transfinitos. Jourdain considera a nogéo de
poténcia a mais relevante em toda a teoria de Cantor, portanto também no artigo de 1883:

“....a concepgdo de poténcia a qual Cantor sempre considerou como a mais fundamental
de toda sua teoria de conjuntos” (Jourdain, 1915, p. 51). :

Por outro lado, J. Dauben acredita que o conceito de nimero ordinal foi o gerador dos ndmeros
transfinitos o que indica, entre outras coisas, a maior importincia deste conceito no inicio de sua teoria:
“O fato de que foi rapidamente desenvolvida uma notacfo especial e distinta indicou
maior importancia que foi o ordinal, no inicio do desenvolvimento dateoria dos conjuntos
de Cantor. E, acima de tudo, sd0 os ordinais que tornam possivel a defini¢fo dos cardinais

transfinitos.” (Dauben, 1979, p. 180).

E importante esclarecer que os dois autores concordam que a nogdo de ordinal foi usada para definir
a de poténcia em 1883, como veremos adiante. Mas, o que estamos considerando para orientar essa
discussdo ¢ a afirmagio da maior importancia , por um lado, da nogéo de poténcia e, por outro, da nogdo
de nimero ordinal, ambas consideradas nas formulages iniciais da teoria dos niimeros transfinitos.

A motivago para essa investigagdo diz respeito a um dado bibliogréfico curioso, ndo mencionado em
nenhum texto da bibliografia percorrida durante esse estudo. Uma estranha disposi¢do do contetido chama
a atengdo na tradugio do Grundlagen para o francés.

A organizagdo da tradugdo de parte deste artigo para o francés, intitulado Fondements d’une théorie
générale des ensembles, onde apenas as segdes de cardter matemético seriam utilizadas a pedido do editor
para publicago na revista Acta Mathematica, foi alterada. Cantor autorizou que as se¢des essencialmente
filoséficas fossem excluidas. Porém, apesar da tradugdo ter sido supervisionada pelo autor (Dauben, 1979,
p. 96), aquelas segdes integralmente traduzidas néo conservam a ordem original.

Na publicagéio de parte desse artigo na revista Acta Mathematica 2, 1883, devido a alteragdo da ordem
das segdes, a teoria dos niimeros ordinais passa a compor a parte final do artigo e os resultados a respeito
da poténcia ocupam a parte inicial da edigao.

Diante desse dado bibliogrifico e do tema proposto, tomamos como objetivo a identificagdo da
importéncia do conceito de ordem e de poténcia na primeira formulagéo da teoria dos nimeros transfinitos
e a andlise da alteragdo na ordem das se¢Bes na tradugdo, em relagéio a qual formulamos a questdo: a
alteragio na ordem das segBes na tradugdo esté de fato relacionada com a importéncia maior que Cantor
passa a dar 2 teoria cardinal dos nimeros transfinitos?

Estamos assumindo, conforme dito imediatamente acima, que Cantor ao longo de suas pesquisas sobre
a teoria dos niimeros transfinitos passa a dar maior &nfase 2 teoria dos niimeros cardinais. Dauben e
Jourdain, entre outros, concordam que a nogo de cardinalidade passa a ser mais enfatizada por Cantor
ao longo das publicagdes que expdem a teoria dos niimeros transfinitos e que a ordinalidade ¢ bésica para
o estabelecimento da seqiiéncia de nimeros cardinais, isto €, a ordinalidade passa a ser um recurso para
a precisa defini¢do da seqiiéncia dos cardinais. Ocorreu que Cantor, com 0 objetivo de estabelecer
definitivamente o novo nimero, desenvolveu a teoria dos tipos de ordem e dos niimeros ordinais.
Entretanto, as dificuldades que surgiram por esse caminho e as criticas que recebia devem ter levado o
autor a definir o ndmero cardinal transfinito independentemente do ndmero ordinal transfinito. Esses
todos foram definidos pelos mesmos recursos, usados inclusive para defini¢do dos nimeros inteiros
positivos. Como resultado dessa mudanga de abordagem e dos problemas sem solugéo da teoria dos
ordinais, o artigo de 1895, parte I do Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre que
representa, junto com a parte II de 1897, ‘a maior publicagdo matemdtica de Cantor’ (Dauben, 1979, p.
169) e que ‘apresenta as afirmagdes finais e logicamente mais apuradas dos muitos € mais importantes
resultados da longa série de artigos publicados a partir de 1870° (Jourdain, 1915, p. v), evidencia a teoria
dos niimeros cardinais.
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Com esse pressuposto partiremos para uma breve exposi¢do do conteddo relativo as nogdes de
poténcia e ordem na teoria dos niimeros transfinitos, conforme apresentada na versdo original. Em
seguida, tendo conhecimento do contetido da tradugio, registraremos a alteragdo das segdes 2, 3, 11, 12
¢ 13, interpretaremos a nova seqiiéncia do artigo. Com isso, pretendemos identificar a importéncia da
nogio de ordem e de poténcia em cada uma das publicages e avaliar até que ponto a alteragdo na tradugéo
relaciona-se com a énfase de Cantor a essas nogoes.

2 A primeira versao da teoria dos niimeros transfinitos de G. Cantor, 1883

Cantor publicou em 1883 a primeira versio da teoria dos nimeros transfinitos, sob o titulo Grundlagen
einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. Nesse artigo o autor pretende apresentar ‘uma generalizagao
da nogdio de nimeros inteiros’, isto é, pretende estender o conjunto dos nimeros inteiros positivos
através da introdugfio dos niimeros infinitos, que recebem um novo nome -’nimeros transfinitos’- dado
o significado delimitado e especifico que passam a ter na sua teoria. Por esse motivo também esse artigo
que foi publicado originalmente como parte 5 de uma série que se intitula Uber unendliche, lineare
Punktmannigfaltigkeiten, foi reeditado isoladamente com o titulo Grundlagen einer allgemeinen Man-
nigfaltigkeitslehre, ao qual nos referimos.

Nesse artigo, Cantor buscava estabelecer e justificar a existéncia dos nlimeros transfinitos, que j4 havia
sido concebida anteriormente. A origem dessa nogio nos estudos de Cantor estd apresentada no artigo de
18744, onde ele demonstrou que o conjunto dos niimeros irracionais, tema que ocupava 0s matematicos
da época, ndo é enumerdvel, isto &, ficou demonstrado que ndo é possivel corresponder um conjunto
enumer4vel, por exemplo o dos nimeros naturais, com o conjunto dos nimeros irracionais, elemento a
elemento’. Est4 implicito nesse resultado que existem conjuntos infinitos de ‘tamanhos’ diferentes, por
exemplo, o conjunto dos niimeros naturais ‘é menor’ que o conjunto dos niimeros irracionais. O resultado
desse artigo € a caracterizagdo dos niimeros reais® , conteddo da 4rea da ‘andlise matemdtica’, 4rea de
pesquisa de Cantor até entdo. Uma de suas importantes consequéncias extrapola a drea da anélise pela
concepgdo de conjuntos infinitos distintos, abrindo caminho para uma nova teoria, a dos nimeros
transfinitos. A nogdo de poténcia [Mdchtigkeir] foi introduzida para expressar o que intuitivamente seria
chamado de ‘tamanhos’ diferentes de conjuntos infinitos, que € assim expresso com o emprego do novo
termo: os conjuntos infinitos possuem poténcias diferentes.

Cantor admite ser conhecido o significado de poténcia de conjuntos quando inicia o artigo de 18837
definindo o ‘infinito atual’, conceito que merece longas discussdes nesse texto. Ele define na primeira
se¢do do artigo o infinito imprdprio, ou infinito atual, que significa considerar o infinito como um todo
ao lado da nogio de infinito pr6prio, comumente aceita:

“...a primeira forma se apresenta como um infinito varidvel [o infinito potencial] e a
segunda como um infinito absolutamente determinado [o infinito atual]” (Cantor, 1883,
s.1 p. 70).

3 Usamos para designar esses nimeros a express3o ‘niimeros naturais’, que n%o era empregada por Cantor.

4 “Uber eine Eingenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen”, publicado em 1874. Uma tradugdo para o francés
foi publicada em 1883. Uma tradugZio do artigo de Cantor de 1874 foi publicada n. 10 da Revista da Sociedade Brasileira de
Histéria da Ciéncia, onde é enfatizada a origem da teoria dos niimeros transfinitos (Vilela, 1993, p. 85-93).

5 Chamamos essa correspondéncia de correspondéncia 1-1. Um conjunto € dito enumerdvel quando € possivel correspondé-lo
1-1 com os niimeros naturais.

6 H4 outros resultados que n3o sfio relevantes aqui, como outra demonstragiio do teorema de Liouville, resultado explicitado
pelo préprio autor (Cantor, 1874, p. 306).

7 No artigo de 1883, Cantor afirma j4 ter apresentado a:nogfio de poténcia nos artigos de 1874 e 1877. No artigo de 1874, é
dado o primeiro passo para introdugZio dessa nog#o, como indicamos acima. No artigo de 1877, Cantor determina quando dois
conjuntos tem a mesma poténcia: quando é possivel estabelecer uma correspondéncia 1-1. Em um artigo de 1878, poténcia
de um conjunto corresponde ao ‘niimero de elementos’ quando se trata de conjuntos finitos (ver citagfio adiante).
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Conceber o infinito como um todo é um caso particular da nogdo de poténcias. Porque, entre outras
coisas, ela implica em considerar os conjuntos em sua totalidade. Posteriormente ela foi renomeada por
‘ndmero cardinal’, e é definida em 1883, como veremos, como dependente da nogdo de ordem que
passaremos a expor.

A nosiio que possibilitou a definigio do nimero transfinito, no artigo de 1883, é a de enumeral
(Anzahl)” e a de conjunto bem ordenado, ambas expostas na se¢do 2. O enumeral de Cantor expressa um
tipo de ordem em que os elementos de um conjunto esto dispostos:

“Outro grande ganho tributivel ao novo nimero [transfinito], no meu modo de entender,
€ um novo conceito que n3o existe previamente, o conceito de enumeral dos elementos
de um conjunto bem ordenado infinito. Esse conceito & sempre €Xpresso por um nimero
inteiramente determinado do nosso campo numérico expandido, assumindo apenas que
aordem dos elementos do conjunto- a ser definida abaixo- € determinada.” (Cantor, 1883,
8. 2, p. 71- grifo do autor).

Observamos nessa citagio que Cantor introduz um conceito intermedi4rio entre conjuntos e nimeros
para alcangar o novo nimero a partir de conceitos j4 existentes, Ele partiu da existéncia, amplamente
admitida na matemdtica, de conjuntos finitos, conjuntos infinitos'® ¢ dos ndmeros inteiros positivos; ele
define entdio a nogéo de enumeral de um conjunto, a qual ¢ atribuida um niimero, que € finito quando o
conjunto ¢ finito, ou € transfinito quando o conjunto ¢ infinito. Por exemplo, ao conjunto {1, 2, 3}
associa-se o enumeral ‘assumindo apenas que a ordem dos elementos do conjunto’, o qual é expresso pelo
ndmero 3; ao conjunto {1,2,3,....v,... }associa-se 0 numeral assumindo apenas que a ordem dos elementos
do conjunto’, o qual € expresso pelo niimero @ (nfo explicitamente denotado nessa se¢do) do campo
numérico expandido. Esse campo de ntimeros é composto de niimeros finitos e transfinitos que s3o
formados adiante pelos mesmos principios.

Por trds dessa nogdo de enumeral est4 a suposigao de poder ordenar um conjunto qualquer, que Cantor
denomina conjunto bem ordenado. Cantor define da seguinte maneira o conjunto bem-ordenado’!:

“Por um conjunto ou sistema bem ordenado entende-se todo sistema bem definido onde
os elementos sdo entre eles unidos por uma sucessdo dada e determinada, de modo que
haja um primeiro elemento do sistema; cada elemento (desde que nio seja o dltimo da
sucessdo) € seguido imediatamente de um outro determinado, e a cada sistema arbitrério
de elementos, finito ou infinito pertence um elemento determinado que é seguido
imediatamente dentro da sucessdo (desde que dentro do conjunto haja elementos que
seguem todos os elementos do sistema parcial considerado)” (Cantor, 1883, 5.2 p.- 72-
grifo do autor).

Para Cantor todas essas noges parecem muito corretas e, portanto, ele acredita que:

“é sempre possivel colocar todo conjunto bem-definido na forma de conjunto bem
ordenado” (Cantor, 1883, s 2, p. 72).

Ainda na segdo 2, Cantor anuncia a relagdo, que fica mais clara depois da formagdo das classes
apresentada na segdo 11, entre enumeral e poténcia, os quais correspondem-se reciprocamente de modo
determinado (ver Cantor, 1883, 5.2 p. 72).

Na se¢do 3 Cantor desenvolve a aritmética dos enumerais, ou nimeros ordinais.

8  Jourdain concorda com isso: “A concepgdio de poténcia que contém, como um caso particular, a nogio de ntimero num todo
[whole number] pode, diz Cantor, ser considerada um atributo ...(Jourdain, 1915, p. 46).

9 O termo Anzah! serd traduzido aqui por enumeral, seguindo a orientagfio de P. Jourdain (Jourdain, 1915, p. 52) e Hallett
(Hallett, 1984, p. 51, n.1) para diferenciar da palavra Zahl, que se traduz por nimero. Mais tarde, Cantor refere-se a este
mesmo conceito pela expressdo miimero ordinal. Eventualmente, se ndio houver prejuizo no sentido, usamos a expressio
anacrbnica niimero ordinal (Ordnungzahl) para designar o enumeral. De fato, para nosso tema a distingfio entre os dois
termos nfio ¢ importante. Essa distingdo € considerada quando abordamos filosoficamente a nog#o de nimero em Cantor.

10 O intuicionismo estrito representa uma excegfo quanto a possibilidade de admitir o infinito (ver Tiles, 1989, p. 6).

11 Esta € uma forma do que hoje denominamos ‘axioma da escolha’.
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A nogdo de poténcia nesse artigo é concebida a partir das “classes de niimeros’ que, por sua vez, sdo
‘geradas pelos princfpios de formagfio dos niimeros’. Apresentamos o significado de cada uma dessas
nogdes, anunciadas na se¢fo 1 mas desenvolvidas na 11.

E preciso notar, porque estamos preocupados também com a ordem de exposigdo do conteiido, que
as segdes 4, 5, 6, 7, 8 e 9 ndo foram traduzidas para o francés por apresentarem discussdes filos6ficas 2
Por isso também ndo discutiremos seu contetido. A se¢dio 10 nfo € exclufda da tradugio provavelmente
porque além de discuss#o filoséfica sobre o continuo, discute também a poténcia dele.

Cantor vai formar os niimeros, finitos e transfinitos, através de trés principios que determinam uma
seqiiéncia de nimeros que, por sua vez, apresentam divisGes ‘naturais’ denominadas classes de ndmeros.
Essa foi sua estratégia para justificar o novo nlimero: apresentar o niimero transfinito e os nimeros finitos
a partir dos mesmos princfpiosl3. Pelas palavras de Cantor, apresentamos os principios de formagio dos
ndmeros:

“A formagéio dos niimeros inteiros reais [reellen]14 finitos [1,2, 3,...v,...] repousa sobre
o princfpio de adi¢do de unidades a um nimero ji formado. Denominarei o primeiro
principio de formag#o." (Cantor, 1883, s.11 p. 87)

Parafraseando Cantor na seqii€ncia desta segiio, ele introduz o -o primeiro nimero transfinito- através
do segundo principio de formagdo: nos infinitos nimeros da classe (I) [aqueles formados pelo primeiro
principio], ndo hd um nimero maior que todos os outros. Seria, portanto, contradit6rio falar de um niimero
méximo da classe (I); contudo, pode, por outra parte, imaginar-se um novo niimero, que chamaremos de
, € que serve para exprimir todo o conjunto (I) que foi dado antes pela lei de sucessdo natural. Pode
mesmo representar o novo niimero ® como limite para o qual tendem os nimeros v como condig¢do de ®
ser 0 menor inteiro que segue todos os nimeros v, de modo que declara-se superior a todos os mimeros
V. O novo niimero  representa a0 mesmo tempo a seqiiéncia dos nimeros finitos em sua ordem natural
e a unificagdo das unidades num todo “similar ao caminho pelo qual v é...[ambas as coisas, seqii€ncia e
totalidade]” (Cantor, 1883, s. 11, p. 87). ‘

A combinagio e a aplicagfo sucessivas, do primeiro e segundo princfpio de formagdo. geram a segunda
classe de niimeros — ordinais transfinitos — mas nfio permitem transpd-la para prosseguir a formagéo dos
niimeros: pelo segundo principio obtém-se w, limite da primeira classe de ndmeros 1, 2, 3,...0.... Aplicando
novamente o primeiro principio de adigfo de unidades sobre @, obtém-se: ®, w+1, W+2, ...+YV...., 0 limite
desse seqiiéncia considerada desde o 1 € 2w, sobre o qual pode aplicar-se novamente o primeiro principio e
assim numca termina a formagdo da segunda classe de nimeros: 1, 2, ,3,...0,...00, @+1, 0+2,..00+V, 20+1,
20+2, 2043, 20+0,...30., 30+1,..00),..., ©2,...0(OM+v O 1+vp,..00,..007 . o,

Para transpor a segunda classe, constituida pelos nimeros formados indefinidamente pelos dois
principios, Cantor define o terceiro principio, denominado principio de limitagdo, que produz cortes na
sucessdo dos transfinitos interrompendo a formagao dos nimeros, possibilitando transpor da segunda para
a terceira classe, ¢ dessa para a seguinte, e assim por diante.

Aplicando sucessivamente os trés principios, obtém-se todos os nimeros ordinais e ainda, simul-
taneamente, um representante de cada poténcia:

“B possivel obter, dentro da seqiiéncia absolutamente infinita de nimeros, divisGes naturais,
que eu denominarei classe de niimeros...A primeira classe de nimeros (I) € o sistema de
mimeros finitos 1,2, 3, ...v*, ..; vem em seguida a segunda classe de nimeros(I), composta
de certos niimeros inteiros [ganzen] infinitos o de acordo com sua ordem de sucessdo
determinada: ®, w+1, ©+2,.20. 20+1,.., Ve@I+L;OM1+Vn,..00,. .00%, .2

12 A segfio nove apresenta a definic3o de nimero real de Cantor, publicada originalmente em 1872.

13 Cantor reafirma esse objetivo e método de generalizar em 1895 (Cantor, 1895, 5.5 p. 97-98).

14 Pelo sentido da sentenga, pode-se perceber que Cantor usa aqui, como em outros momentos do texto, a palavra ‘real’, como
um adjetivo relativo 2 existéncia do nimero, € ndo no sentido usual na matemdtica- o conjunto dos nimeros racionais ¢
irracionais. As palavras em alemdo sdo diferentes:, reellen e realen Zahlen, respectivamente. Nas tradugdes essa diferenca
n#o aparece. Ver (Dauben, 1979, p. 328, nota 8).
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segunda classe segue a terceira, ¢ depois a quarta classe de nimeros e assim sucessi-
vamente” (Cantor, 1883, 5.1 p. nw )

A nogao de poténcia nesse artigo é concebida a partir da nogio de classe de nimeros que, por sua vez,
sdo geradas pelos principios de formagdo destes. Tendo definido os principios e formado as classes de
niimeros, Cantor associa a cada classe uma poténcia: aos conjuntos capazes de correspondéncia 1-1 com
a primeira classe de néimeros concede-se a menor poténcia do sistema infinito [de poténcias] (Cantor,
1883, s.1 p. 71); a poténcia da segunda classe de nimeros difere da poténcia da primeira classe
(demonstrado na segiio 12) e também & a poténcia imediatamente superior (demonstrado na se¢fo 13).
Essa poténcia serd denominada poténcia da segunda classe de nimeros ou segunda poténcia. De maneira
andloga, a terceira classe corresponde 2 terceira poténcia, etc. Isso quer dizer que os mesmos principios
de formagdo que introduzem os nimeros ordinais determinam, na seqiiéncia deles, ‘cortes’ que diferen-
ciam as classes por suas poténcias correspondentes:

."...as classes de nimeros...mostram-se como representantes naturais da licita seqiiéncia
ascendente das poténcias dos conjuntos bem definidos." (Cantor, 1883, s.1, p. 71).

Vemos com isso que as poténcias sdo definidas a partir das classes, ou seja, com base nos niimeros
ordinais"". Vale notar que Cantor percebe a independéncia entre as nogdes de poténcia e ordem. Porém,
ele opta por determinar essa nogio a partir da classe e, portanto, dependente da nogdo de ordem.
Observamos isso na defini¢io explicita de poténcia:

“Em sistemas finitos a poténcia corresponde ao enumeral dos elementos, pois esses
sistemas, como se sabe, independentemente da forma como estfio arranjados, possuem o
mesmo enumeral de elementos.

Para sistemas infinitos ao contrério, nio ¢ possivel uma generalizagdo, nem a partir de meu
trabalho nem de outros, e dizer que a poténcia é o enumeral de elementos, definidos com
precisdo. Mas pode-se atn'buir/ a cada sistema uma poténcia determinada ¢ completamente
independente da ordem de seus elementos.” (Cantor, 1883, 5.1 p. 71 -grifo nosso).

Concluimos essa segio salientando que Cantor, nesse artigo de 1883, definiu todos os nimeros, finitos
e transfinitos, através dos principios de formagdo. Esses nimeros assim formados s3o ordinais que
expressam, cada um, a seqiiéncia ordenada de ntimeros, anterior a eles. Todo conjunto possui um enumeral
que expressa a disposigao dos elementos na seqiiéncia ordenada; possui também uma poténcia determi-
nada, que ndo é um nimero (Dauben, 1979, p. 180)l7 apesar das poténcias formarem uma seqiiéncia
ascendente. A poténcia néo depende da ordem dos elementos, mas apenas da comparagio das quantidades
dos elementos do conjunto com uma das classes de nimeros, as quais possuem poténcia determinada e
jé conhecida. A comparag@io de qualquer conjunto com uma das classes é realizada sem necessidade de
se conhecer o niimero de elementos, da seguinte maneira:

“A mesma poténcia pode ser atribuida a dois conjuntos se eles podem ser coordenados um
a0 outro reciprocamente, univocamente, elemento a elemento.” (Cantor, 1883, s.1, p. 71).

Contudo, originalmente, o niimero ordinal ¢ o pilar da teoria e antecede logicamente a apresentagéo

da ‘seqiiéncia de poténcias’.

15 No artigo original e na tradugfio para o inglés ndo aparece a enumeragio dos niimeros da segunda classe. Essa enumeragiio
assim como outros exemplos que daremos adiante s6 aparece na tradugfio para o francés. A referéncia precisa da citagfio é
(Cantor, Fondements d’une théorie générale des ensembles, 1883, p. 383-384).

16 Além disso, nessa afirmag%o estd implicito que qualquer conjunto bem definido tem uma poténcia, que a poténcia equivale
2 alguma classe de nimeros (este € um caso geral da ‘hip6tese do contfnuo’) e ainda que a classe de niimeros forme uma
colegio ordenada linear (Hallett, 1984, p. 62). O problema ¢ que ndo h4 garantia de que todo niimero cardinal (obtido de
qualquer conjunto dado) estaré representado entre a seqiiéncia de poténcias representadas pelas classes de niimeros geradas
pelos trés princfpios (Tiles, 1989, p. 110).

17 Cantor afirma diretamente: “Eu néo tenho como certo a opinidio exposta pelo autor no §85, a qual conforma o que eu chamo
de “poténcia” com o que ele chama de “ndmero cardinal”. Eu chamo de “poténcia um sistema ou conjunto de elementos”...
(Cantor, 1885, p. 441).
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As segOes 12 e 13 apresentam a demonstragéio dos teoremas que garantem que a poténcia da segunda
classe de nimeros segue imediatamente a poténcia da primeira classe de nimeros. Na segdo 14, sdo
apresentadas operagSes com os nimeros da segunda classe.

3 A traducio do Grundlagen para o francés: Fondements

As segOes omitidas na tradug@o do Grundlagen para o francés ndo chegam a interferir na compreensio
da teoria dos nimeros transfinitos. Entretanto, nessa publicagfio ndo houve apenas a omissdo de algumas
se¢des, mas, encontra-se diferenciada da publicagio original pelo acréscimo de exemplos, pela omissdo
de expresséesls, como também, principalmente, pela inversdo da ordem das segSes de tal modo que foi
alterada a disposigdo do contetdo. Considerando que o objetivo de Cantor permanece sendo a introdugio
dos niimeros transfinitos no corpo de conhecimento matematico j4 admitido, perguntamos: o autor mudou,
na tradugéo, a estratégia de argumentago em relagéo a publicago original?

Na publicagéo da tradug@o ndo consta comentdrio algum sobre a inversdo das se¢Ses. Segue ao titulo
as segdes 1, 11, 12, 13, 2, 3, 14, e 10, nessa ordem e anunciadas por esses nimeros!

Por isso vamos observar como fica estruturado o contelido com a nova disposigao a fim de responder
a questdo levantada. Afinal, o mais comum & que a estruturagfio de uma teoria matemadtica seja feita de
modo que seus conceitos estejam logicamente encadeados e, com isso, ndo é absolutamente natural que
‘blocos’ dessa teoria sejam deslocados sem que hajam prejuizos 16gicos. Para ilustrar esse deslocamento,
consideramos apenas as segdes traduzidas que apresentam as nogSes de poténcia e ordinalidade -por hora
deixaremos de lado as se¢des 10 e 14- e chamamos de bloco A a segdo 1, bloco B as seg¢Bes 2 e 3, e bloco
C as se¢Bes 11, 12 13. Entdo, colocamos a questdo: como interpretar 16gica e conceitualmente a relagio
dos blocos A, B e C que possibilita que a estrutura A, C e B se mantenha consistente?

Nio € dificil perceber que o bloco B, o que foi conduzido para o final, apresenta exatamente a nogéo
de enumeral e conjunto bem ordenado. E, com isso, o bloco C ficou no inicio do artigo, precedido apenas
pela segdo 1. O contetido desse bloco €, justamente, as classes de nimeros, formadas pelos principios, as
quais determinam a seqtiéncia de poténcias.

Apresentamos uma possfvel interpretagiio para a teoria estruturada da forma A — C — B. Os esquemas
abaixo tentam mostrar a relagdo entre os principais conceitos em cada uma das publicagdes, a original A
—» B — C e atradugéio A — C — B, tendo em vista a forma de apresentar a teoria em 1895 quando as
seqiiéncias de niimeros transfinitos ordinais e cardinais sfo apresentadas com maior independéncia.

a) a publicagdo original A - B — C

conceito de poténcia

A infinito atual
B: conceito de conjunto bem-ordenado, enumeral e niimero ordinal — campo numérico expandido

C: os principios de formag#o; a seqiiéncia dos niimeros e suas divisdes naturais (marcadas por | ):
as classes e as poténcias associadas a elas

18 Os exemplos, acrescentados na segio 2, ilustram diferentes maneiras de ordenar conjuntos. A omissio de expressdes envolve
explicagdes acusadas de ‘subjetivas’. Este ¢ um tema para outro estudo.
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1,23,..0,..0, 0+1, 042,..20, 20+1,....,.... 09.... @0, o ... ndmeros 3* classe

1,2.3,.0,...| 0, @+1, @+2,..20, 20)5-1,...,...0)60,...(1)0)‘”,...&,... | 3* classe

1* classe 2* classe 3" classe.
& = &
1* poténcia 2" poténcia 3 poténciazo

B) a publicagiio traduzida A — B
J
C

conceito de poténcia
A infinito atual — B: campo numérico expandido: 1, 2, 3, 005 0,0+ 1,0+2,... 20, 20+1,...00

d
C: classes de niimeros
£
poténcias — seqiiéncia de poténcias [1,2,3,...v,...Ro, N1, X2,...]

A vista do dltimo esquema, a alteragdo da ordem das segdes conduz A maior énfase na nogio de
poténcia em detrimento da nogo de niimero ordinal. Ou, se ndo quisermos valorizar a posicdo inicial do
artigo, podemos afirmar com seguranga que a nogio de poténcia fica, aparentemente, independente da de
enumeral.

Nesse esquema podemos admitir esbogadas duas sequéncias de némeros transfinitos e independentes
uma da outra. Essa interpretagio pode ter sido induzida pelo que conhecemos do prolongamento da teoria
‘quando as sequéncias dos niimeros ordinais e cardinais sio apresentadas de forma mais independente que
no artigo de 1883. Mas isso nio nos impede de reconhecer nessa traducdo o passo inicial da trajetéria que
a teoria dos nimeros transfinitos seguiria daf por diante.

4 Conclusio

Concluimos sobre as afirmagdes de Jourdain e Dauben a respeito da maior importincia do cardinal
ou do ordinal na teoria de Cantor, que suas colocagdes nio se excluem mutuamente, ou seja, a andlise do
artigo de 1883 permitiu-nos identificar a relevancia dos conceito de ordem e de poténcia em momentos
especificos, que esbogaremos a seguir.

Por um lado, a poténcia ou cardinalidade j4 est4 presente quando Cantor compara 0s conjuntos em
1874; além disso, conceber o ” como o primeiro niémero ordinal transfinito necessita supor o infinito
atual, o qual é um caso particular da nogdo de poténcia quando considera a ordem do conjunto todo. A
nogdo de infinito atual, caso particular da nogdo de poténcia, é fundamental em qualquer das publicagdes
de 1883.

Néo podemos deixar de frisar também que, segundo a interpretagio dada acima sobre a publicagio
de 1883 em sua ordem original e na ordem alterada da tradugo, poderiamos concluir a desvinculagio

19 Cantor ndo introduz sfmbolo para representar a terceira classe de niimeros.
20 Essa seqiiéncia de poténcias seria representada posteriormente assim: 1,2, 3, -9, Ko, K1,K9,...
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das seqiiéncias de poténcias e nimeros ordinais, o que diminuiu a importanciada teoria ordinal na tradugéo
¢ a partir dai. o

A maior importancia do conceito de poténcia poderia ainda ser afirmada observando o objetivo de
Cantor além do artigo de 1883. Ele pretendia inserir o ndmero transfinito, que originou-se da observagio
de conjuntos infinitos de poténcias diferentes. Posteriormente, nos artigos de 1887, 1888 ¢ 1895, o niimero
cardinal tem tanta énfase ou mais do que o ordinal. Cantor deixa transparecer, depois de 1883, a
importancia permanente da nogdo de poténcia em todas as formulagdes da teoria, inclusive no Grund-
lagen, ao afirmar que sua meta era estabelecer a seqiiéncia de poténcias de conjuntos infinitos:

“Um dos mais importantes problemas da teoria dos conjuntos, que eu acredito ter
resolvido como uma parte importante do meu Grundlagen, consiste na questdo de
determinar as vérias poténcias dos conjuntos em toda sua natureza. Este objetivo eu
alcancei pelo desenvolvimento do conceito geral de enumeral e conjuntos bem orde-
nados, ou, o que é a mesma coisa, o conceito de nimero ordinal” (Cantor, apud Jourdain
1915, p. 76).

Desse trecho obtemos também a relagdo entre os conceitos de ordinal e poténcia, mencionada no inicio
desse texto: 0 nimero ordinal € necessdrio para o desenvolvimento da seqiiéncia de poténcias. Em 1883
isso é evidente pela definigdo da poténcia por classes de niimeros. No desenvolvimento da teoria a relagdo
néo ¢ tdo forte, mas os comentadores também entendem que a teoria dos niimeros ordinais é o meio para
alcangar a teoria dos niimeros cardinais:

“...a extensdo da concepgdo de enumeral serve, da forma mencionada [indices transfini-
tos], para desenvolver e tornar precisa a concepgdo de poténcia j4 usada freqiientemente”
(Jourdain, 1915, p. 52).

“Acima de tudo, eram os ordinais que tornavam possivel precisar a definigdo do cardinal
transfinito. E, até Cantor ter introduzido os tipos de ordem das classes de ndmeros
transfinitos, ele ndo pode definir precisamente qualquer cardinal transfinito pertencente
a primeira poténcia.” (Dauben, 1979, p. 180).

Entretanto, retornando aos artigos de 1883, apesar de desvincular implicitamente na tradugo as
seqiiéncias de nimeros ordinais e cardinais (expressdo pertinente agora nessa interpretagio), ndo h4 como
negar, a partir de uma andlise cuidadosa, que a nogdo de ordem est4 por trés da seqiiéncia de poténcia ou
nimeros cardinais. E ndo s6 porque trata-se de uma seqiiéncia, mas também porque a nogo de ordem
esté presente nos principios e nas classes.

Ressaltamos a nogéo de ordem nos principios de formagéo e nas classes de niimeros e, conseqiiente-
mente no estabelecimento da seqiiéncia de poténcias. Observamos inicialmente que cada classe de
ndmeros € composta de ordinais. Podemos respaldar essa afirmagao na intengdo de Cantor de ‘generalizar
os niimeros inteiros’, como estratégia para introduzir o novo niimero ! Esses sdo logicamente ordinais,
da mesma natureza que os niimeros finitos, porque so formados pelos mesmos principios, . Observamos
também que o segundo principio se destaca quanto 2 forte presenga da nogdo de ordem, pois o primeiro
nimero transfinito w ¢ definido como o primeiro niimero que segue ap6s todos, como sendo o limite da
primeira classe de niimeros v. Esse nimero serve para exprimir a totalidade da primeira classe num todo,
dada sua ordem de sucessdo natural (Cantor, 1883, s 11, p. 87 - grifo nosso).

Além disso, somente nimeros ordinais transfinitos sdo definidos em 1883, isto é poténcia ndo é
nimero nesse artigo e, ainda, a poténcia é definida por meio da seqiiéncia de nimeros ordinais.
Entendemos com isso que os conceitos de poténcia e ordinalidade, na teoria apresentada no artigo de
1883, mantém uma relagdo de dependéncia maior, e que a teoria dos nimeros ordinais avangou

21 Essa ndo ¢ apenas uma estratégia de Cantor mas um argumento significativo para identificagéio da sua concepgio filoséfica.
Néo abordaremos questdes dessa natureza por fugir aos nossos objetivos. Sobre a concepgio filoséfica de Cantor, no que
tange & relagfio do novo nlimero com os demais, recomendamos o livro de Hallett, principalmente o capitulo 1 (Hallett, 1984,
p. 1-48).
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rapidamente nesse primeiro momento. Quando a teoria dos niimeros transfinitos estava mais madura o
peso de cada um dos conceitos de ordinal e cardinal mudou, passando o ordinal a ser 0 meio de sustentagio
da teoria dos niimeros cardinais.

Contudo, n3o hd como negar que a alteragio na ordem da tradugio condiz com a maior énfase que
Cantor coloca na nogéo de niimero cardinal a partir do artigo de 1883. Na traducio desse artigo, as segdes
referentes & formagio de nimeros, que culminam no estabelecimento da seqiiéncia de poténcias, foram
transferidas para o inicio do artigo enquanto que as segdes que tratam da teoria dos enumerais foram
deixadas no final. Nessa nova disposigio das se¢Ses na tradugfo estava anunciada a trajetéria que a teoria
dos nimeros transfinitos seguiria daf por diante.

Concluimos assim que a teoria dos ntmeros ordinais € utilizada de forma mais conceitual na
elaboragdo inicial da teoria dos niimeros transfinitos. Na sua forma mais elaborada, a teoria dos niimeros
ordinais passa a ser utilizada essencialmente para sustentar a relagio de ordem entre os niimeros cardinais,
de modo que eles formem um conjunto ordenado infinito. O préprio Cantor afirma em 1895:%

Para a fundamentagio mais rigorosa desse assunto [a seqiiéncia dos niimeros cardinais
transfinitos}, descoberta em 1882 e exposta no artigo Grundlagen...., n6s faremos uso do
assim chamado “tipo de ordem"” cuja teoria nés apresentaremos nos paragrafos seguin-
tes." (Cantor, 1883, 5.1, p. 71).

Um fato conhecido que pode ter motivado Cantor a alterar a &nfase da teoria, do ordinal para o cardinal
é acritica que G. Frege faz em seu Fundamentos da Aritmética (1884) diretamente a definigdo de ndimero,
que prioriza logicamente a nog¢do de ordem em detrimento a de cardinalidade®. Frege demonstra que o
nimero definido como cardinal tem a propriedade da ordinalidade e por isso a defini¢do de Cantor é
ampla, no sentido de incluir a propriedade que pode ser demonstrada. Cantor tomou conhecimento dessa
critica 3, mas entretanto, houveram certamente outros fatores que contribuiram para alteragdes na
exposigio de sua teoria, mas tudo isso constitui tema a ser elaborado em outro estudo.

22 Num outro estudo avaliamos se essa critica motivou ou nfo Cantor na mudanga da estratégia de apresentagdo de sua teoria.
23 Cantor respondeu a Frege (Cantor, 1885, p. 441-442).
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