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SOBRE O EQUILIBRIO DOS PLANOS, TRADUCAO
COMENTADA DE UM TEXTO DE ARQUIMEDES

ANDRE KOCH TORRES ASSIS

RESUMO - Esta é uma tradugdo do tratado de Arquimedes intitulado Sobre o Equilibrio
dos Planos ou Sobre o Centro de Gravidade dos Planos. Neste trabalho Arquimedes
apresenta um dos principios fundamentais da estdtica, a lei da alavanca.

ABSTRACT - This is a translation of Archimedes work entitled On the equilibrium of
planes or the centres of gravity of planes. In this work Archimedes presents one of the
Sfundamental principles of statics, the law of the lever.

Introducio

Esta € uma tradugiio do primeiro livro do tratado de Arquimedes (287-212 a. C.) intitulado Sobre o
Equilibrio dos Planos ou Sobre o Centro de Gravidade dos Planos. Neste trabalho Arquimedes apresenta
uma das leis fundamentais da estatica, ou seja, a let da alavanca. Esta tradug@o € feita a partir da tradugio
em inglés dos trabalhos de Arquimedes feita por T. L. Heath (Arquimedes, 1912 e 1952). As notas entre
colchetes na tradugiio sdo de Heath. S6 tenho conhecimento de um trabalho de Arquimedes traduzido e
publicado em portugués: (Assis, 1996).

O primeiro ponto a ser observado € que Arquimedes ndo foi o primeiro a utilizar alavancas, nem mesmo
o primeiro a formular ou apresentar a lei da alavanca. Esta lei aparece, pela primeira vez, num trabalho
intitulado Mecdnica ou Problemas Mecdnicos. Durante algum tempo pensou-se que este trabalho havia
sido escrito por Aristoteles (384-322 a. C.), sendo que, hoje em dia, ha dividas quanto a isto. Alguns
atribuem este trabalho a Teofrasto (3727-2877a. C.) ou a Strato (?-271 a. C.). De qualquer forma, ndo hd
davidas de que a lei da alavanca era conhecida na escola aristotélica antes de sua formulagdo por
Arquimedes. Para discussdes e referéncias ver: (Clagett, 1959, p. 4), (Boyer, 1974, p. 89), (Heath, 1981, p.
344}, (Duhem, 1991, p. 11 e 500, nota 1). Neste trabaltho Mecdnica hi a afirmaco de que dois pesos numa
alavanca equilibram-se, quando sdo inversamente proporcionais a suas distancias ao fulcro: “o peso que
se move estd para o peso que move como estdo, inversamente, o comprimento do brago suportando o
peso para o comprimento do brago mais proximo da forga”, (Aristdteles, 1913, 3, §50b 1). Aristételes
definia a poténcia de uma forga que coloca um corpo em movimento como o produto do peso ou massa do
corpo {ndo havia uma distinglio entre estes dois conceitos antigamente) pela velocidade que o corpo
adquire (Dugas, 1988, p. 19): ""qudo menor ou mais leve for um corpo, mais vai mové-lo uma for¢a dada. ...
as velocidades relativas de dois corpos vdo estar na razdo inversa de seus tamanhos respectivos”,
(Aristételes, 1952, On the Heavens, 111, 2, 301b, 4, 11); " Se o agente A moveu B uma distancia [ num
tempo A ,entdo no mesmo tempo a mesma forca A vai mover B/2 duas vezes a distancia [, e no tempo

A /2 vai mover B/2 a distincia inteira T°; pois assim as regras de proporgdo vio ser obedecidas.
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Novamente, se uma for¢a dada move um peso dado uma certa distiincia num certo tempo e metade da
distancia na metado do tempo, metade da for¢a motriz vai mover metade do peso @ mesma distancia no
mesmo tempo”, (Aristoteles, 1952, Physics, V1L, 5,249b 30-250 a 7). Os aristotélicos podiam, entdo, explicar
o equilibrio da alavanca observando que, quanto mais afastado do fulcro estd um corpo, maior serd sua
velocidade tangencial ao longo de um arco de circulo se a alavanca girar ao redor do fulcro. Logo, vio
haver poténcias iguais quando os pesos sdo, inversamente, proporcionais a suas distincias ao fulcro:

**Quio mais distantes estamos do fulcro, mais facilmente vamos levantar o peso; 6 motivo
sendo aquele que ja foi afirmado antes, a saber, que um raio maior descreve um circulo maior.
Assim, exercendo a mesma for¢a o peso que move vai mudar mais sua posigio do que o0 peso
que ele move, jd que ele estd mais afastado do fulcro”, (Aristételes, 1913, 3, 850b 2).

Enquanto que, para os aristotélicos, a lei da alavanca era derivada, dinamicamente, através da
propriedade dos circulos, Arquimedes deriva-a, matematicamente, utilizando argumentos de simetria em
situagdes puramente estiticas. Antes de comentar sua prova, deve-se ressaltar que, neste trabalho,
Arquimedes menciona o conceito de centro de gravidade sem definir o que isto vem a ser. Aparentemente,
este conceito ja havia sido definido por Arquimedes em outros trabalhos anteriores intitulados Sobre as
Balancas (ou Sobre as Alavancas), Sobre os Equilibrios ¢ Sobre os Centros de Gravidade. Estes
trabathos estio perdidos atualmente, embora sejam mencionados por Heron de Alexandria (séc. 111 d.C.),
Pappus (séc. [11d.C.) e Simplicio (séc. VId.C.), comentador de Aristdteles: (Arquimedes, 1912, p. xxxvii)e
(Heath, 1981, v. 2, p. 23-24). A defini¢do do centro de gravidade como citada por pessoas que viram estes
trabalhos perdidos de Arquimedes e pela maneira implicita, como ele o calcula no presente trabalho
(Props. 6 € 15) é 0 de um ponto no corpo tal que se o corpo for dependurado por ele, entdo vai permanecer
em equilibrio em qualquer posi¢io, sem oscilar ou se inclinar para qualquer diregio: (Dijksterhuis, 1956, p.
295-304), (Heath, 1981, v. 2, p. 24,350 430).

Um fato que Arquimedes conhecia e, provou em um de seus trabalhos perdidos € o seguinte: o centro
de gravidade de dois corpos tomados conjuntamente estd ao longo da linha reta unindo o centro de
gravidade dos dois corpos considerados separadamente (Arquimedes, 1912, p. xxxvii e 191). Arquimedes
conhecia e, provou em seu trabatho perdido Sobre as Balangas ou Sobre as Alavancas, uma outra
propriedade fundamentat do centro de gravidade, a saber: se um corpo estd em repouso suspenso por um
ponto “Q”, entio o centro de gravidade do corpo ¢ o ponto de suspensio “O” estdo ao longo de uma
mesma linha vertical. Ele utilizou este fato na proposi¢do 6 de seu trabatho Quadratura da Pardbola,
ainda existente: (Arquimedes, 1912, p. xxxvii e 238) e (Heath. 1981, p. 24). Este fato fornece uma maneira
pritica de se encontrar o centro de gravidade de um corpo de forma arbitrdria: suspende-se o corpo por um
ponto O e espera-se que atinja o repouso, tragando-se entao uma vertical por O. Dependura-se, entio, 0
corpo por um outro ponto O’ que niio esteja ao longo desta vertical e aguarda-se um novo equilibrio,
tragando-se outra vertical por O". O ponto de intersecgdo entre as duas verticais € o centro de gravidade
do corpo, Figura 1.

Figura 1: Mancira pritica de descobrir o centro de gravidade.
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Nio se sabe como Arquimedes provou este fato de que, quando um corpo estd em equilibrio por um
ponto de suspensdo, este ponto e o centro de gravidade vio estar ao longo da mesma vertical. Creio que
uma possibilidade € ele ter usado um postulado andlogo ao que introduziu em seu trabalho Sobre os
Corpos Flutuantes, a saber: “‘Vamos admitir que os corpos que sdo for¢ados para cima num fluido sdo
forgados para cima ao longo da perpendicular [a superficie] que passa através de seus centros de
gravidade.” Com este postulado ele conseguiu mostrar, por exemplo, que um segmento de esfera menos
denso que um fluido s6 vai permanecer em equilibrio neste fluido, se o eixo de simetria do segmento (que
contém o centro de gravidade) estiver na vertical (como Arquimedes considerava a terra esférica, a
vertical em um certo ponto era a linha radia! passando por este ponto e apontando para o centro da terra).
Na Figura 2 o semi-circulo maior representa a terra cheia de d4gua com centro em O e o segmento de esfera
é representado por ADB com centro de gravidade em G. O ponto C € o centro da esfera da qual o segmento
¢ uma parte e DE € seu eixo de simetria. Se o segmento for solto nesta posi¢do Arquimedes prova que ele
ndo vai permanecer em equilibrio, mas que A vai subir e B vai descer até que DE assuma a posigédo
perpendicular a superficie do fluido.

D

O
Figura 2: Segmento de esfera flutuando na agua.

Por um raciocinio andlogo, e, postulando que a forga peso atua para baixo, ao longo da vertical, que
passa pelo centro de gravidade e, que a forga exercida, pelo ponto de suspensdo, atua ao longo da reta
unindo este ponto ao centro de gravidade, ele poderia chegar que, no equilibrio, o ponto de suspensdo €
o centro de gravidade tém de estar ao longo da mesma vertical.

Antes de apresentar a tradug@o, queremos chamar a atengo para a critica, extremamente importante,
feita por Ernst Mach (1838-1916) a este trabalho de Arquimedes. Mach foi o primeiro a mostrar que a prova
de Arquimedes da lei da alavanca é falha: (Mach, 1960, p. 19-28). Concordo plenamente com Mach nesta
critica. A prova da lei da alavanca de Arquimedes estd contida nas Proposigdes 6 e 7 deste trabalho.

A lei da alavanca afirma que, se temos um peso P, a uma distancia d, do fulcro, um outro peso P, vai
equilibrar P, somente se for satisfeita a relagdo P,/ P, = d,/d,. Caso esta igualdade ndo seja satisfeita, a
alavanca vai descer do lado que tiver 0 maior valor de Pd. Podemos, também, dizer que o momento ou
torque exercido por cada peso € dado por Pd.

Em sua prova, Arquimedes parte do postulado de que pesos iguais colocados a iguais distincias do
fulcro, estdo em equilibrio. Em seguida, no meio da Prop. 6, assume, implicitamente, que também estardo
em equilibrio, por exemplo, o peso P colocado a distdncia d do fulcro e dois outros pesos P/2 colocados,
simultaneamente, a distincias d+x e d-x do outro lado do fulcro. Isto ndo € 6bvio, e, em particular, s vai
ocorrer se valer a lei linear da alavanca que Arquimedes estd querendo provar. Ou seja, ele usou
implicitamente, em sua dedugdo o que estava querendo provar.
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Tlustro isto aqui com um caso particular da Proposicao 6 de Arquimedes. Sejam dois corpos A e B cujos
pesos satisfazem a seguinte relagio: A = 2B = 40, sendo O uma medida comum de A e B. Temos, entio,
que o peso de A + B € igual ao peso de seis O. Divide-se uma linha reta LK em 6 partes iguaisa N e

colocam-se as 6 partes O no centro de cada um destes segmentos, Figura 3. Nesta figura temos DC = 2CE
=2N,LH=2HK=4NeLC=CK.

nn.nn.n.n,

Figura 3: Alavanca em equilibrio quando o fulcro esta no centro

Por simetria, o centro de gravidade deste sistema é o ponto C, o centro da linha LK. Ou seja, se o fulcro
for colocado em C, a alavanca nilo vai tender para nenhum lado. Entdo, no meio da Proposigio 6, vem a
frase chave de Arquimedes: *“Assim podemos supor o proprio A aplicado em E, € o préprio B aplicado em
D.” Isto é, Arquimedes afirma, sem provar que, como a situagdo da Figura 3 € de equilibrio, também vai ser
de equilibrio a situagdo da Figura 4.

e 3

% t
L E C H D

Figura 4: Arquimedes assumiu sem provar que esta ¢ uma situacdo de equilibrio se o fulcro estd em C.

Isto nio é 6bvio, a nio ser que se use a lei da alavanca linear nas distancias. Como esta linearidade €,
justamente, o que Arquimedes estd querendo provar nesta proposi¢ao, nio podia ter empregado este
fato. Por exemplo, a natureza poderia se comportar de maneira tal que dois corpos P, e P, em lados opostos
de uma alavanca a distancias d, e d, do fulcro se equilibrassem apenas quando P,/ P =(d /d ). Caso esta
fosse a lei correta da alavanca a situagio da Figura 3 ainda seria de equ:lx’bno, quando o fulcro estd
colocado em C, mas a situagio da Figura 4 ndo seria de equilibrio com o fulcro em C. Neste uiltimo caso s6
haveria equilibrio caso o fulcro fosse colocado num ponto Z tal que, estando o corpo A aplicadoem Ee o

corpo B aplicadoem D, D7 | 7ZF = ﬁ ,Figura 5.

E 3
J
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Figura 5: Ponto Z onde o fulcro deveria estar colocado para haver equilibrio se a lei da alavanca fosse
quadritica nas distincias.
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Para se observar que Mach estd correto nesta critica, basta ver que, se a natureza se comportasse de
maneira tal que a lei da alvanca fosse, por exemplo, quadratica nas distincias (ou seja, que houvesse
equilibrio quando P,/ P, = (d,/ d )), que ainda assim, seriam vilidos os 7 postulados de onde parte
Arquimedes para sua dedugdo. Como leis distintas satisfazem o mesmo conjunto de postulados, n3o se
pode decidir por nenhuma delas, baseado apenas nestes postulados.

O que Mach enfatiza € que seria mais correto postular a relagdo P,/ P, = d,/ d,como condicionando
o equilibrio de alavancas (relagdo esta sugerida ou inferida a partir de experiéncias mais ou menos precisas)
e, entdo, utilizar esta relacio para chegar a outros resultados (calcular o centro de gravidade de diversas
figuras geométricas etc.) Nédo se pode derivar esta relagio linear nas distincias e nos pesos a partir do
caso mais simples de que pesos iguais a distancias iguais se equilibram.

Para um ponto de vista diferente do de Mach ver: (Dijksterhuis, 1956, p. 291-304).

Ap6s esta introdugdo, apresentamos a tradugio.

Traducio

SOBRE O EQUILIBRIO DOS PLANOS OU OS CENTROS DE GRAVIDADE DOS PLANOS

LivroUm

“Postulo o seguinte’:

1. “Pesos iguais a distancias iguais estdo em equilibrio, e pesos iguais a distdncias desiguais ndo
estdo em equilibrio, mas se inclinam em diregio ao peso que estd a uma distdncia mator.”

2.“Se, quando os pesos a certas distancias estdo em equilibrio, alguma coisa for adicionada a um dos
pesos, eles ndo ficam [mais] em equilibrio, mas se inclinam em direg4o ao peso ao qual foi feita a adi¢do.”

3. “Similarmente, se qualquer coisa for retirada de um dos pesos, eles ndo ficam em equilibrio, mas se
inclinam em diregio ao peso do qual nada foi retirado.”

4. “Quando figuras planas iguais e similares coincidem quando aplicadas uma sobre a outra, seus
centros de gravidade vio coincidir similarmente.”

5.“Em figuras que sdo desiguais, mas similares, os centros de gravidade vao estar situados similarmente.
Por pontos situados, similarmente, em relagdo a figuras similares, entendo pontos tais que, se forem
desenhadas linhas retas a partir deles aos angulos iguais, elas fazem ingulos iguais com os lados
correspondentes.”

6. “Se grandezas [magnitudes, extensdes] a certas distancias estdo em equilibrio, (outras) grandezas
iguais a elas também v@o estar em equilibrio nas mesmas distancias.”

7.“Em qualquer figura cujo perimetro é cdncavo na mesma direg3o, o centro de gravidade tem de estar
dentro da figura.”

Proposicao 1
Pesos que se equilibram a distdncias iguais sdo iguais.

Pois, se eles sio desiguais, retire do maior a diferenga entre os dois. Os pesos que sobrarem ndo vao
se equilibrar [Post. 3]; o que € absurdo.
Portanto, os pesos ndo podem ser desiguais.
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Proposigio 2

Pesos desiguais a distdncias iguais ndo vdo se equilibrar, mas vdo se inclinar em diregdo ao peso
maior.

Pois, retire do maior a diferenga entre os dois. Os restantes iguais irdo se equilibrar {Post. 1]. Portanto,
se adicionarmos a diferen¢a novamente, os pesos ndo vao se equilibrar mas se inclinardo em diregdo ao
maior {Post. 2].

Proposicio 3

Pesos desiguais vdo se equilibrar a distdncias desiguais, o maior peso estando a uma distdncia
menor.

Sejam A e B dois pesos desiguais (dos quais A € o maior) se equilibrando ao redor de C a distancias AC
¢ BC, respectivamente.

Entdo, AC sera menor do que BC. Pois, caso contrério, retire de A o peso (A - B). Os restantes vao,
entdo, se inclinar em diregdo a B [Post. 3]. Mas isto é impossivel, pois (1) se AC = CB, os restantes iguais
vio se equilibrar, ou (2) se AC > CB, eles vao se inclinar em dire¢do a A na distdncia maior [Post. 11

Portanto, AC < CB.

Analogamente, se 0s pesos se equilibram, e AC < CB, entdo A > B.

Proposi¢io 4

Se dois pesos iguais ndo tém o mesmo centro de gravidade, o centro de gravidade de ambos tomados
conjuntamente estd no ponto central da linha ligando seus centros de gravidade.'

[Provado pela Prop. 3, por redugio ao absurdo. Arquimedes assume que, o centro de gravidade de
ambos tomados, conjuntamente, estd ao longo da linha reta ligando os centros de gravidade de cada

corpo, dizendo que isto havia sido provado antes (7[[)06868 LKTQ). Sem divida, a alusdo € ao
trabalho perdido Sobre as Alavancas (ﬁgﬁ CUYwV).]

! Heath nio apresenta, explicitamente, a prova com as palavras de Arquimedes, mas ela pode ser encontrada, por
exemplo, em M. Clagett, The Science of Mechanics in the Middle Ages (Univ. Wisconsin Press, Madison, 1959), p. 31-
37, de onde reproduzimos o seguinte: Seja A o centro de gravidade do peso A ¢ B aquele de B (ver Figura). Desenhando
a linha AB, seja ela dividida em duas partes iguais em G. Digo que o ponto G € o centro [de gravidade] da grandeza
composta das duas grandezas. Pois, caso ndo seja, suponha o centro de gravidade [da grandeza composta das grandezas A
¢ B] estar em D, se isto for possivel [pois j4 foi demonstrado que ele estd sobre a linha AB]. Como, portanto, o ponto D
¢ o centro de gravidade da grandeza composta de A ¢ B, o equilibrio vai resultar com o ponto D apoiado. Portanto, as
grandezas A ¢ B estaro em equilibrio nas distincias AD e DB. Mas isto € impossivel, [pois pesos iguais a distAncias iguais
ndo estio em equilibrio; Postulado 1. Logo, fica claro que G € o centro de gravidade da grandeza composta de A e B.

Revista da SBHC, n. 18, p. 81-94, 1997
86



Proposicao 5

Se trés grandezas iguais tém seus centros de gravidade sobre uma linha reta a distdncias iguais, o
centro de gravidade do sistema vai coincidir com aquele da grandeza do meio.”

[Isto se segue imediatamente da Prop. 4.]

Corolario 1.

O mesmo ¢ verdade de qualquer nimero impar de grandezas se aquelas que estdo a distancias iguais
da grandeza central sdo iguais, enquanto que as distancias entre seus centros de gravidade sdo iguais.

Coroldrio 2.

Se houver um ndmero par de grandezas com seus centros de gravidade situados a distancias iguais
sobre uma linha reta, e, se as duas grandezas centrais sdo iguais, enquanto que aquelas que sdo
equidistantes delas (em cada lado) sdo iguais respectivamente, o centro de gravidade do sistema € o
ponto central da linha ligando os centros de gravidade das duas grandezas centrais.

Proposicoes 6 e 7

Duas grandezas, sejam elas comensurdveis [Prop. 6] ou incomensurdveis [Prop. 7], se equilibram
a distdncias inversamente proporcionais a suas grandezas.

L H K
N

1. Suponha que as grandezas A e B sejam comensuraveis, € que os pontos A e B sejam seus centros de
gravidade. Seja DE uma linha reta dividida de tal formaem C que A:B = DC:CE.

Temos entdo de provar, se A for colocado em E e Bem D, que C vai ser o centro de gravidade dos dois
considerados conjuntamente.

Como A e B sdo comensurdveis, assim sdo DC e CE. Seja N uma medida comum de DC e CE. Faga DH
e DK cada uma iguais a CE, e EL (sobre o prolongamento de CE) igual a CD. Entdo EH = CD, pois DH =
CE. Portanto, LH é dividida ao meio em E, assim como HK é dividida ao meioem D.

? Heath ndo apresenta, explicitamente, a prova com as palavras de Arquimedes, mas ela pode ser encontrada, por
exemplo, em M. Clagett, The Science of Mechanics in the Middle Ages (Univ. Wisconsin Press, Madison, 1959), p. 31-
37, de onde reproduzimos o seguinte: Scjam trés grandezas, A, B e G (ver Figura), com seus centros de gravidade A, B e
G situados ao longo de [uma mesma] linha reta. Sejam [as grandezas] A, B e G iguais uma a outra, ¢ sejam também iguais
as linhas AG e GB. Digo que o centro de gravidade da grandeza composta destas trés grandezas € o ponto G. Pois como
as grandezas A e B tém 0 mesmo peso, seu centro de gravidade vai ser o ponto G, pois AG ¢ GB. Mas o centro de
gravidade [da grandeza] G também € o ponto G. Portanto, fica claro que o centro de gravidade da grandeza composta de
todas [as grandezas] serd o ponto que também ¢é o centro de gravidade da [grandeza] do meio.
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Assim LH e HK devem cada uma conter N um nimero par de vezes.

Tome uma grandeza O, tal que O esteja contida tantas vezes em A como N estd contida em LH, de onde
A:O=LH:N.

Mas B:A = CE:DC = HK:LH. Portanto, por igualdade, B:O = HK:N, ou O esté contido em B tantas
vezes quantas N estd contido em HK.

Assim O é uma medidacomumde A e B.

Divida LH ¢ HK em partes iguais a N, e A ¢ B em partes iguais a O. As partes de A serdo, portanto,
iguais em nimero aquelas de LH, e as partes de B serdo iguais em nimero aquelas de HK. Coloque uma
das partes de A no ponto médio de cada uma das partes N de LH, e uma das partes de B no ponto médio
de cada uma das partes N de HK.

Entio, o centro de gravidade das partes de A colocadas a distincias iguais sobre LH estard em E, o
ponto médio de LH [Prop. 5, Cor. 2], e o centro de gravidade das partes de B colocadas a distancias iguais
ao longo de HK estard em D, o ponto médio de HK.

Assim, podemos, supor o préprio A aplicado em E, e o préprio B aplicado em D.

Mas, o sistema formado pelas partes O de A e B juntas é um sistema de grandezas iguais em nimero par
e colocadas a distancias iguais ao longo de LK. E, como LE = CD, ¢ EC = DK, LC = CK, de tal forma que
C é o ponto médio de LK. Portanto, C é o centro de gravidade do sistema colocado ao longo de LK.

Portanto, A agindo em E e B agindo em D se equilibram ao redor do ponto C.

I1. Suponha que as grandezas sejam incomensuréveis, e sejam elas (A + a) e B respectivamente. Seja
DE uma linha divididaem C tal que (A + a):B = DC:CE.

D C ¥

Entio, se (A + a) colocado em E e B colocado em D ndo se equilibram aoredorde C, (A + a)éou muito
grande para equilibrar B, ou ndo € grande o suficiente.

Suponha, se possivel, que (4 + a) seja muito grande para equilibrar B. Retire de (A + a)uma grandeza
a menor do que a dedugdo que faria o restante equilibrar B, mas tal que orestante Ae a grandeza B sejam
comensuraveis.

Entio, como A e B sio comensurdveis, e A:B < DC:CE, A ¢ B ndo vio se equilibrar [Prop. 6], mas D
caira.

Mas isto é impossivel, pois a dedugdo a foi uma dedugdo insuficiente de (A + a) para produzir o
equilibrio, de tal forma que E ainda estava caido.

Portanto, (A + a) nio é grande o suficiente para equilibrar B; e, similarmente, pode ser provado que B
nio é grande o suficiente para equilibrar (A + a).

Por consegqiiéncia, (A + a) e B tomados conjuntamente tém seu centro de gravidade em C.
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Proposicao 8

Se AB é uma grandeza cujo centro de gravidade é C, e AD uma parte dela cujo centro de gravidade
é F, entdo o centro de gravidade da parte restante serd um ponto G sobre FC produzido de tal forma que
GC:CF =(AD):(DE).

A E

Pois, se o centro de gravidade do restante (DE) ndo for G, suponhamos que seja um ponto H. Segue-
se, entdo, imediatamente um absurdo pelas Props. 6e 7.

Proposicao 9

O centro de gravidade de qualquer paralelogramo estd sobre a linha reta unindo os pontos médios

dos lados opostos.
A E L D
B F c

Seja ABCD um paralelogramo, e deixe que EF una os pontos médios dos lados opostos AD e BC.

Se o centro de gravidade ndo estd sobre £F, suponha que ele estejaem H, e desenhe HK paraleloa AD
ou a BC, encontrando EF em K.

E entio possivel, ao dividir ED ao meio, entdo dividindo ac meio cada metade, € assim continuamente,
chegar aum comprimento EL menor do que KA. Divida ambos, AE e ED, em partes iguais a EL, € através
dos pontos de divisdo desenhe paralelas a AB ou a CD.

Temos, entdo, um nimero de paralelogramos iguais e similares, e, se qualquer um deles for aplicado em
qualquer outro, seus centros de gravidade vdo coincidir [Post. 4]. Assim nés temos um niimero par de
grandezas iguais cujos centros de gravidade estdo a distdncias iguais ao longo de uma linha reta. Portanto
o centro de gravidade de todo o paralelogramo vai estar sobre a linha ligando os centros de gravidade dos

. dois paralelogramos do meio [Prop. 5, Cor. 2].
Mas isto € impossivel, pois H estd fora dos paralelogramas do meio.
Portanto, o centro de gravidade s6 pode estar sobre EF.

Proposicio 10

O centro de gravidade de um paralelogramo é o ponto de intersec¢do de suas diagonais.

Pois, pela dltima proposi¢do, o centro de gravidade estd sobre cada uma das linhas que dividem ao
meio os lados opostos. Portanto, ele estd sobre o ponto de intersec¢ao entre elas; e este também € o ponto
de intersec¢io das diagonais.
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Provaalternativa.

Seja ABCD este paralelogramo, e BD uma diagonal. Entdo os tridngulos ABD e CDB sdo iguais
similares, tal que [Post. 4], se um for aplicado sobre o outro, seus centros de gravidade vio incidir um
sobre o outro.

A D

B C

Suponha que F seja o centro de gravidade do tridngulo ABD. Seja G o ponto médio de BD. Ligue FG
e a prolongue até H, tal que FG = GH.

Se aplicarmos, entiio, o tridngulo ABD ao tridngulo CDB de tal forma que AD incida sobre CB e AB
sobre CD, o ponto F vai incidir sobre H.

Mas, [pelo Post. 4] F vai incidir sobre o centro de gravidade de CDB. Portanto, H € o centro de
gravidade de CDB.

Por consegiiéncia, como F e H sio os centros de gravidade dos dois tridngulos iguais, o centro de
gravidade do paralelogramo inteiro estd no ponto médio de FH, isto €, no ponto médio de BD, que € a
intersecgio das duas diagonais.

Proposi¢ao 11

Se abc ¢ ABC sdo dois tridngulos similares, e g e G dois pontos sobre eles, respectivamente, situados
similarmente em rela¢do a eles, entdo, se g é o centro de gravidade do tridngulo abc, G tem de ser 0
centro de gravidade do tridngulo ABC.

b ¢ B C

Suponha que ab:bc:ca = AB:BC:CA.

A proposigio & provada por uma redugdo ao absurdo 6bvia. Pois, se G nio for o centro de gravidade
do tridngulo ABC, suponha que H seja seu centro de gravidade.

O Post. 5 requer que g e H estejam situados similarmente com relagio aos respectivos tridngulos; e
isto leva, imediatamente, ao absurdo de que os dngulos HAB ¢ GAB sejam iguais.

Proposicio 12

Dados dois trigngulos similares abc e ABC, e d e D os pontos médios de bc e BC, respectivamente,
entdo, se o centro de gravidade de abc estd sobre ad, aquele de ABC estard sobre AD.
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b d ¢ B D C

Seja g o ponto sobre ad que € o centro de gravidade de abc.

Tome G sobre AD tal que ad:ag = AD:AG, e una gb, gc, GB, GC.

Entdo, como os tridngulos sdo similares, e bd e BD sio as metades de bc e BC, respectivamente, ab:bd
= AB:BD, e os angulos abd e ABD sio iguais.

Portanto, os tridngulos abd e ABD séo similares, e / bad = / BAD. Também, ba:ad = BA:AD,
enquanto que, de cima, ad:ag = AD:AG.

Portanto, ba:ag = BA:AG, enquanto que os dngulos bag e BAG sdo iguais.

Por consequéncia os tridngulos bag e BAG sdo similares,e / abg = / ABG.

E, como os dngulos abd e ABD sio iguais, segue-se que / gbd = ,/ GBD.

Exatamente da mesma maneira provamos que / gac = / GAC, / acg = / ACG, / ged= /
GCD.

Portanto, g e G estdo situados similarmente com relagio aos respectivos tridngulos; de onde {Prop. 11]
G é o centro de gravidade de ABC.

Proposicio 13

Em qualquer tridngulo o centro de gravidade estd sobre uma linha reta unindo qualquer dngulo ao
ponto intermedidrio do lado oposto.

Seja ABC um tridngulo e D o ponto médio de BC. Ligue AD. Entdo, o centro de gravidade vai estar
sobre AD.

Pois, se possivel, suponha que este ndo € o caso, e deixe H ser o centro de gravidade. Desenhe HI
paralelo a CB, encontrando AD em 1.

Entdo, se dividirmos BC ao meio, dividirmos depois cada metade ao meio, e assim sucessivamente,
chegaremos finalmente a um comprimento, como DE, menor do que HI. Divida ambos, BD e DC, em
comprimentos cada um igual a DE, e através dos pontos de divisio desenhe linhas paralelas a DA
encontrando BA e AC em pontos como K, L, M e N, P, Q, respectivamente.

Ligue MN, LP, KQ, linhas estas que serdo entdo paralelas a BC.

Temos agora uma série de paralelogramos como FQ, TP, SN, e AD divide ao meio lados opostos em

Revista da SBHC, n. 18, p. 81-94, 1997
91



cada um deles. Assim, o centro de gravidade de cada paralelogramo estd sobre AD [Prop. 91, e, portanto,
o centro de gravidade da figura feita de todos eles estd sobre AD.

Seja O o centro de gravidade de todos os paralelogramos tomados conjuntamente. Ligue OH e a
prolongue; desenhe também CV paralelo a DA encontrando o prolongamento de OHem V.

Agora, se n for o niimero de partes nas quais AC estd dividida, A ADC : (soma dos tridngulos sobre
AN,NP....) = ACQ:(AN 24 NP2 +..)= nz:n =n:1=AC:AN. Similarmente, A ABD : (somados
triangulos sobre AM, ML, ...) = AB:AM. E AC:AN = AB:AM. Segue-se que A ABC: (soma de todos os
A ‘s pequenos) = CA:AN > VO:OH, pelas paralelas. Suponha OV prolongado até X tal que A ABC:

(soma dos A ‘s pequenos) = X0:0H, de onde, dividindo, (soma dos paralelogramos) : (soma dos A ‘s
pequenos) = XH:HO. Entdo, como o centro de gravidade do tridngulo ABC estd em H, e o centro de
gravidade de sua parte feita dos paralelogramos estd em O, segue-se da Prop. 8 que o centro de gravidade
da por¢do remanescente, consistindo de todos os tridngulos pequenos tomados conjuntamente, estd em
X

Mas isto é impossivel, pois todos os tridngulos estdo sobre um lado da linha passando por X e paralela
aAD.

Portanto, o centro de gravidade do tridngulo sé pode estar sobre AD.

Prova alternativa.

Suponha, se possivel, que H, nio estando sobre AD, seja o centro de gravidade do triangulo ABC.
Ligue AH, BH, CH. Sejam E ¢ F os pontos médios de CA e AB, respectivamente, e ligue DE, EF, FD. Deixe
EF encontrar-se com AD em M.

Desenhe FK e EL paralelas a AH encontrando BH e CH em K e L, respectivamente. Ligue KD, HD, LD,
KL. Deixe KL encontrar-se com DH em N, e ligue MN.

Como DE é paralelo a AB, os tridngulos ABC e EDC sdo similares.

E,como CE = EA, ¢ EL é paralelo a AH, segue-se que CL = LH. E CD = DB. Portanto, BH é paralelo a
DL

Assim, nos tridngulos similares e, situados similarmente ABC ¢ EDC, as linhas retas AH ¢ BH sio
paralelas, respectivamente, a EL e DL; e segue-se que H e L estdo situadas, similarmente, em relagio aos
tridngulos respectivos.

Mas H ¢, por hipétese, o centro de gravidade de ABC. Portanto, L € o centro de gravidade de EDC.
[Prop. 11}

Similarmente, o ponto K é o centro de gravidade do tridngulo FBD.

E os tridngulos FBD e EDC s#o iguais, de tal forma que o centro de gravidade de ambos juntos € o
ponto médio de KL, isto €, no ponto N.
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O restante do tridngulo ABC, apéds serem deduzidos os tridqngulos FBD e EDC, é o paralelogramo
AFDE, ¢ o centro de gravidade deste paralelogramo estd em M, a intersecgio das diagonais.

Segue-se que o centro de gravidade de todo o tridingulo ABC tem de estar sobre MN ; isto é, MN tem
de passar através de H, o que é impossivel (pois MN é paralela a AH ).

Portanto, o centro de gravidade do tridngulo ABC s6 pode estar sobre AD.

Proposicio 14

Segue-se imediatamente da ultima proposi¢do que o centro de gravidade de qualquer tridngulo
estd na intersec¢do das linhas desenhadas a partir de quaisquer dois dngulos aos pontos médios dos
lados opostos respectivos.

Proposigio 15

Se AD e BC sdo dois lados paralelos de um trapézio ABCD, AD sendo o menor, e se AD e BC sdo
divididos ao meio em E e F, respectivamente, entdo o centro de gravidade do trapézio esta num ponto
G sobre EF tal que GE:GF = (2BC + AD):(2AD + BC).

Prolongue BA e CD para se encontrarem em O. Entéio o prolongamento de FE também vai passar
através de O, poisAE = EDe BF = FC.

Agora, o centro de gravidade do tridangulo OAD vai estar sobre OF, e aquele do triangulo OBC vai
estar sobre OF. [Prop. 13]

Segue-se que o centro de gravidade do restante, o trapézio ABCD, também vai estar sobre OF. [Prop.
8]

Ligue BD, eadividaem Le M em trés partes iguais. Através de L e M desenhe PQ e RS paralelas a BC
encontrando BAem PeR, FEem We Ve CDem (¢ S, respectivamente.

Ligue DF e BE encontrando PQ em H e RS em K, respectivamente.

Agora, como BL = BD/3, FH = FD/3.

SN\

Portanto, H € o centro de gravidade do tridngulo DBC.

Similarmente, como EK = BE/3, segue-se que K é o centro de gravidade do tridngulo ADB.

Portanto, o centro de gravidade dos tridngulos DBC e ADB juntos, isto é do trapézio, estd sobre a linha
HK.

Mas, ele também estd sobre OF.

Portanto, se OF e HK se encontram em G, G € o centro de gravidade do trapézio.

Portanto [Props. 6e 7}, A DBC: A ABD = KG:GH = VG:GW.Mas A DBC: A ABD = BC:AD.
Portanto, BC:AD = VG:GW. Segue-se que (2BC + AD): (2AD + BC) = (2VG + GW): (2GW + VG) =
EG:GEQED.
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